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摘要 不确定性量化（Uncertainty Quantification, UQ）是近年来国际上热门的研究课题，其应用领

域包括水文学、流体力学、数据同化、天气预测等等。由于 UQ 问题中的大量随机参数引起的超大计

算量，如何设计高效的高精度数值方法变得非常重要，与其相关的计算技术和数学理论也引起人们的

高度重视。本文将综述不确定性量化研究中的高精度数值方法和最新进展。我们主要讨论基于正交多

项式的逼近方法，其中包括正交多项式 Galerkin 投影方法和随机配置方法。本文将侧重基于样本（数

据）信息的随机配置方法，包括随机抽样，确定性抽样和结构随机样本。我们将重点介绍离散投影算

法和压缩感知算法，并介绍相关数值分析进展，即如何确定样本的使用数量 M 与逼近空间基函数的

自由度 N 的对应关系，以保证算法的稳定性和最优收敛性质。我们还将介绍高维空间中基于任意数

量和任意位置节点的插值算法，以及一个相关的研究课题，即正倒向随机微分方程数值方法。最后，

我们尝试探讨不确定性量化研究面临的挑战和亟待解决的研究问题。
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1 引言

不确定性量化（UQ）研究的是什么？首先，现实世界中许多实际问题的数学模型背后存在很大的

不确定性，这些不确定性可能来自于问题中的参数、实验测量值、几何区域的复杂性等等。那么，如

何通过量化这些不确定因素，以减少不确定性带来的风险，即是不确定性量化研究的主要目的。

近几年，对带有不确定性的实际问题的建模与数值模拟受到了空前的关注，也就是人们常说的不

确定性量化（Uncertainty Quantification，UQ）。UQ 正是为了处理模型背后的不确定性。UQ 方法可

以分为概率框架和非概率框架，本文将主要探讨在概率框架下的建模及计算方法。概率论框架为处理

不确定性因素的提供了良好的工具。通过使用概率论的工具，可以将大部分的不确定性建模成随机变

量（或随机函数），于是，问题归结为如何求解所得到的随机问题。UQ 研究的一个核心问题是如何处

理由于随机输入带来的高维逼近。对于实际应用问题，比如油藏模拟，天气预测，数据同化，流体动

力学，我们通常需要处理 30-50 维，甚至上百维的随机参数。因此，设计快速有效的不确定性量化方

法变得十分迫切。

UQ 研究在欧美得到了很大的重视和发展，吸引了大量的应用数学家的关注，UQ 数值方法也得

到了很大的发展。至今，UQ 已经在美国成为最重要的应用数学研究方向之一。美国能源部，空军，
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国家实验室都设立专项经费，支持 UQ 方法的研究。2012年，美国工业与应用数学学会（SIAM）开始

组织 UQ 年会（SIAM Conference on UQ），两年举办一次，前两届会议每次都有 500 余人参会。2013

年 SIAM 和美国数理统计协会（ASA）创立联合期刊（SIAM/ASA Journal on UQ），专门发表 UQ 领

域的前沿研究成果。

随着UQ 研究的深入，对于随机数学模型的计算方法研究有了跨越性的发展，我们这里简单介绍

其中的一部分：

蒙特卡洛方法（Monte Carlo Methods）。 蒙特卡洛方法及其改进方法 [1] 是简单常用的基于

样本的方法。在蒙特卡洛方法中，我们利用概率分布随机的产生一些样本，对每一个样本而言，所要

解决的问题变成了一个确定的问题。通过求解这些确定问题，可以得到精确解的一些统计量信息，比

如均值或者方差。蒙特卡洛方法实施简单，可以利用现成的程序，利于并行计算。但众所周知，蒙特卡

洛方法的收敛率非常低：均值收敛率是 1/
√
K（K 是所使用的样本的数量），这意味着我们需要使用

大量的样本才能得到较精确的数值结果。如果所对应的确定问题求解困难，这将是一个很大的挑战。

于是很多改进的蒙特卡洛方法也就应运而生，比如 Latin抽样方法 [2,3] ,拟蒙特卡洛方法 [4,5]等，但

这些方法仍然有一定的应用局限性。

摄动方法（Perturbation Methods）。 这是一个比较流行的不基于样本的方法。该方法将一个

随机函数在其均值附近展开成泰勒级数，然后取一个合理的截断。通常情况下，最多我们可以进行二

阶展开的截断，因为对于更高阶的情形，得到的求解系统将会变得非常复杂。此方法被广泛的用于各

种工程领域的应用问题 [6,7]。然而，该方法还有一个固有缺陷，即对于不确定性的放大，因此一般只

应用于小尺度的的随机输入问题，比如小于 10% 的随机扰动。

矩方程方法（Moment Equation Methods）。在矩方程方法中，我们试图直接求解随机解的各

阶矩所满足的方程。这些关于矩的方程需要从原始的随机问题出发推导得出。对于一些简单的问题，

比如线形问题，该方法比较有效。但通常情况下，当我们推导某阶矩方程的时候，需要使用更高阶矩

的信息。这就产生了所谓的“封闭（Closure）”问题，因此，我们通常需要对高阶矩做一些必要的假设。

关于此方法的更细节的介绍可以参考文献 [8]。

多项式逼近方法（Generalized Polynomial Chaos）。 多项式逼近方法是近年来非常流行的计

算方法，其基本思想就是将精确解在随机参数空间进行多项式展开。这种想法最早由维纳（Wiener）

于1939年引入 [9]，维纳使用 Hermite 多项式来处理带有高斯型随机参数的问题，该方法也被称为

“Hermite Chaos”，虽然 Chaos 的含义为“混沌”，我们这里仍将它翻译成多项式逼近，从而减少与动

力系统中混沌定义的冲突。Ghanem 和 Spanos 随后将这种逼近方法和空间上有限元方法结合，应用

于带有不确定性输入的的动力学模型中 [10]，取得了成功。近年来，这种方法得到了迅速发展。Xiu和

Karniadakis 基于 Askey 系统将多项式逼近方法推广 [11]，从而处理带有任意类型随机参数输入的问

题。比如使用 Laguerre多项式处理 Gamma随机参数输入，使用 Jacobi多项式处理 Beta分布的随机

参数输入等等。并且，Xiu 和 Karniadakis 也给出了相应的离散型随机参数及其对应的离散正交多项

式。最初的多项式逼近方法采用 Galerkin 投影，也就是说，在随机参数空间对精确解做一个有限阶多

项式展开，然后将此展开带入原问题，在展开多项式空间中做 Galerkin 投影，进而得到了一个关于展

开系数的联立的方程组，通过求解方程组，我们获得精确解的全部信息。如果精确解对于随机参数有

良好的正则性，此方法可以达到指数收敛。然而，求解联立的方程组并不容易，因为方程组的规模远

大于原始随机问题的规模，并且我们需要更新现有的程序。而且，对于复杂的数学模型，所形成的联

立方程组也将十分复杂，这对于多项式 Galerkin 投影方法是一个挑战。

随机配置法（Stochastic Collocation）。 随机配点法是当今最流行的 UQ 计算方法之一，它结
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合了蒙特卡洛方法和传统多项式 Galerkin 投影方法的优点。随机配置方法试图通过计算一些特殊的

样本信息，来构造高精度的多项式逼近（我们这里关注高阶随机配置方法，特别的，基于多项式逼近

的随机配置方法）。这种方法避免了求解联立的方程组，只需要求解一定数量、与原随机问题同等规

模的确定问题，便于实现，利于并行。随机配置方法最早的想法是基于张量积高斯点和张量多项式插

值 [12]。这就面临严重的维数祸根问题（Curse of dimensionality）：所需要的张量积节点个数随着维数

的增加呈指数快速增长。考虑到对于每一个样本，需要求解与随机问题同等规模的确定问题，这在实

际应用中是不能接受的。随后，高维求积中流行的稀疏节点 [13,14] 被引入到 UQ 的计算当中，以减

弱维数祸根问题。这种方法仍然是一种张量方法，但是稀疏节点的设计试图减轻张量积节点对于维数

的严重依赖。基于稀疏节点的插值方法在 UQ计算中取得了很大的成功 [15-18]。然而，随着 UQ需求

的不断深入，上述传统的张量型插值方法已经无法满足实际需求，随机配置方法也已经产生了多种变

形，并将多个研究领域有机结合，产生了许多重要的数值分析结果，我们将在后面的章节中对此做详

细介绍。

在本文后面的章节中，我们将主要讨论基于多项式逼近的方法，包括 Galerkin 投影方法和随机

配置方法。这其实可以把UQ问题转化一个随机参数空间的逼近论问题，即我们寻求数学模型（见下

节描述）精确解 u(x, Z) 的多项式逼近：

uN (x,Z) =
N∑

n=1

ĉn(x)ϕn(Z).

其中 x 是空间变量，Z ∈ Γ ⊂ Rd 是 d 维随机参数，ϕn(Z) 是选取的多项式基函数。UQ 的实际问题通

常需要处理很高维数的随机参数，即 d ≫ 1。这使得展开项数 N = N(d) 也相当大。本文中，我们将

主要探讨随机配置方法，并分成三种框架：离散最小二乘投影方法，压缩感知方法和基于任意分布高

维节点的插值方法。基本思想就是通过一些样本数据构建以上的多项式逼近，假设我们已经获得（通

过求解相关的数学模型，详细见后面的讨论）样本信息 {u(x, zm)}Mm=1，其中 {zm}Mm=1 是在随机参数

空间抽取的样本。通过样本信息，我们可以构建：

N∑
n=1

ϕn(zm)ĉn(x) ≈ u(x; zm), m = 1, ...,M.

在离散投影方法的框架下，我们要求 M > N(d)。那么，一个自然并重要的问题是：最少需要多少样

本才能保证算法的稳定性？因此，我们将着重讨论如何确定样本数量 M 与展开项数 N(d) 的依赖关

系，以保证算法具有稳定性和最佳收敛性。特别的，我们将介绍相关的最新进展，包括随机抽样方法，

确定性抽样结果，无穷区域问题 Γ ≡ Rd 等。在压缩感知的框架下，我们试图寻求精确解的稀疏逼近，

这使得我们可以使用较少的样本，即 M < N(d)，我们同样关心算法的稳定性和最佳逼近性质。通过

讨论，我们将呈现压缩感知方法和离散投影方法的联系和对应关系。最后我们讨论高维插值问题，即

M = N(d)。为了适应实际需求，我们将强调“无结构”节点重要性，即我们希望使用任意位置，任意

数量的节点。

本文接下来的组织结构如下：第二节中我们介绍所讨论的模型问题：随机椭圆方程。第三节介绍

Galerkin 投影方法和随机配置方法。第四节至第六节是本文的重点，我们将系统的分别介绍离散投影

方法，压缩感知方法和插值方法，并给出最新的算法和相关的数值分析结果，同时我们将给出一些数

值算例。在第七节中，我们将介绍一个相关的研究课题：正倒向随机微分方程的数值方法。最后，我

们将在第八节中探讨 UQ 研究的发展趋势和未来可能的研究方向。

3
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2 模型问题

这一节中我们讨论基于概率框架的 UQ 数学模型问题，我们将考虑 UQ 研究中的一个常用数学

模型：随机椭圆问题。选取这个模型问题的原因是多方面的。首先，随机椭圆问题结构相对简单，并

且有很多重要应用，比如随机振动，油藏管理，复合材料 [19-24]；再次，随机椭圆问题的解具有许多

特有的数学性质，因此产生了许多漂亮的数值分析结果。我们现在来给出随机椭圆问题

−∇x · (κ(x, ω)∇xu) = f(x, ω), u|∂D = 0, (2.1)

其中 D ∈ Rτ（τ = 1, 2, 3）是一个物理区域。ω 是定义在一个完备概率空间 (Ω,F , P ) 上的事件，其中
Ω 是事件空间，F 是 σ-代数，P 是概率测度。扩散系数 κ(x, ω) 和f(x, ω) 是给定的随机函数，进而，

方程的解 u(x, ω) 也是一个随机函数。为了保证问题的适定性，我们假定

∃ κmin > 0, s.t. P{ ω ∈ Ω : κ(x, ω) > κmin > 0 ∀x ∈ D} = 1, (2.2)

∫
D

∫
Ω

f2(x, ω)dxdP < +∞. (2.3)

有了上面的假设，通过 Lax–Milgram 引理，我们容易得到如下的适定性结果（参见[18]）：在（2.2）-

（2.3）的假设下，模型问题（2.1）的解存在唯一，且成立如下估计

∥u∥L2
P (Ω)⊗H1

0 (D) 6
cp
κmin

(∫
D

∫
Ω

f2(x, ω)dxdP

)1/2

. (2.4)

其中 cp 是相关的 Poincaré 常数。

2.1 Karhunen-Loève 展开

通常情况下，人们期望使用有限个随机变量来度量模型问题的随机输入（即有限维随机输入假

设）。这个目标可以通过许多工具来实现，比如 Karhunen-Loève 展开，下面我们简要介绍关于随机函

数 Karhunen-Loève 展开：

首先，对于任意一个随机函数 κ(x, ω)，我们定义它的均值函数，即数学期望 E(·) ：

κ̄(x) = E [κ(x, ·)] =
∫
Ω

κ(x, ω)dP, x ∈ D. (2.5)

类似的，我们可以定义它的 τ 阶矩（τ ∈ N）

κ̄τ (x) = E [κτ (x, ·)] =
∫
Ω

κτ (x, ω)dP, x ∈ D. (2.6)

随机函数 κ(x, ω) 的协方差函数定义如下

Covκ(x, y) = E
[(
κ(x, ·)− κ̄(x)

)(
κ(y, ·)− κ̄(y)

)]
, x, y ∈ D. (2.7)

根据定义，Covκ(x, y) : D ×D → R 是对称正定的协方差函数 [10,25]。我们引入自共轭紧算子 Tκ :

L2(D) → L2(D)：

Tκv(·) =
∫
D

Covκ(x, ·)v(x)dx, ∀v ∈ L2(D). (2.8)

4
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令 {λi}∞i=1 和 {φi}∞i=1 分别为算子 Tκ 的非负特征值序列和归一化的正交特征函数，即

Tκφi = λiφi, λ1 > λ2 > · · · > 0, ⟨φi, φj⟩ = δij for i, j ∈ N+, (2.9)

进一步，我们定义互不相关，且均值为 0 方差为 1（i.i.d）的随机变量：

Zi(ω) :=
1√
λi

∫
D

(
κ(x, ω)− κ̄(x)

)
φi(x)dx, i = 1, 2, ... (2.10)

E[Zi] = 0, E[ZiZj ] = δij , i, j ∈ N+. (2.11)

那么，成立如下的 Karhunen-Loève 展开，

κ(x, ω) = κ̄(x) +
∞∑
i=1

√
λiZi(ω)φi(x). (2.12)

通过对上述的 Karhunen-Loève展开做有限项截断，我们便可以得到关于随机函数 κ(x, ω)的有限维随

机变量逼近

κ(x, ω) ≈ κd(x, ω) = κ̄(x) +
d∑

i=1

√
λiZi(ω)φi(x). (2.13)

根据 Mercer’s 定理 [25]，下面的估计对所有二阶矩有界的随机函数成立

lim
d→∞

sup
x∈D

E
[(
κ(x, ·)− κd(x, ·)

)2]
= lim

d→∞
sup
x∈D

∞∑
i=d+1

λiφ
2
i (x) = 0. (2.14)

并且，在均方范数的意义下，有限项截断的 Karhunen-Loève 展开具有最优误差估计 [10]。

2.2 有限维模型问题

在后面的讨论中，我们将考虑有限维的数学模型，并假设模型问题中的随机系数 κ(x, ω) 具有类

似 Karhunen-Loève 展开的结构，即： −∇x · (κ(x,Z)∇xu) = f(x,Z), u|∂D = 0,

κ(x,Z) = κ̄(x) +
∑d

j=1 Zj(ω)ψj(x),
(2.15)

注意，我们使用了 ψj(x) =
√
λjφj(x)使符号简化。为了符号简单，我们将在后面的描述中省略 ω。对于

d维随机参数输入的模型（2.15），我们仍然假设（2.2）和（2.3）成立。并假设随机参数 {Zj}j 相互独立，
且对于每一个随机参数 Zj，其支撑区域为 Γj ⊂ R，从而随机向量 Z 的支撑区域是 Γ =

∏d
j=1 Γj。另

外，我们假设对于每一个随机参数 Zj，存在相应的概率密度函数 ρj，进而，随机向量 Z = (Z1, ..., Zd)

的联合概率密度函数为 ρ = Πd
j=1ρj。进而，我们有类似（2.4）的先验估计

∥u∥L2
ρ(Γ)⊗H1

0 (D) 6
cp
κmin

(∫
D

∫
Γ

ρ(Z)f2(x,Z)dxdZ

)1/2

. (2.16)

实际上，上述有限维模型（2.15）是原模型（2.1）的一个逼近。显然，逼近程度由随机函数 κ(x, ω)

的 Karhunen-Loève 截断程度决定。归根结底，这将由 κ(x, ω) 的协方差函数的性质决定，因为协方差

5
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函数的性质决定了 Karhunen-Loève 展开中特征值收敛于零的速度。比如如果我们考虑常用的 Gauss

型随机函数：

Covκ(x, y) = σ2exp

(
−||x− y||2

L2

)
, x, y ∈ D (2.17)

其中的参数 L 被称为相关常数。那么，其特征值具有快速的收敛率 [26]。然而，在许多实际问题中，

比如地下水渗流问题 [27]，我们需要考虑指数型随机函数：

Covκ(x, y) = σ2exp

(
−||x− y||1

L2

)
, x, y ∈ D (2.18)

上述协方差函数的特征值收敛速度较慢。因此，如果我们要求一定的截断精度，指数型随机函数模型需

要考虑较高维数的随机参数输入。关于随机函数的协方差函数及其特征值的收敛性质，以及 Karhunen-

Loève 展开的快速数值计算方法，可以参见 [26] 及其中的参考文献。

对于有限维数学模型（2.15），无论从数值方法上还是在模型分析上，研究者都给与了极大的关注

[28-33]。一个重要的问题是，（2.15）的解对于随机参数具有怎样的正则性？因为这将决定多项式逼近

方法的合理性和收敛性。文献 [12,34] 首先给出了模型问题（2.15）的解对于随机参数的光滑行分析，

特别的，[12] 证明了有限维模型问题（2.15）的解“解析的”依赖于随机参数。文献 [34,35] 考虑了可列

个随机参数的情形（无限维随机输入），同样证明了相关的解析正则性质。这些正则性分析结果也说

明了使用多项式逼近的合理性。并且，这些正则性结果决定了多项式逼近方法的快速收敛性质。

注 1 对许多特殊的问题，方程的解对于随机参数并没有很好的光滑性，非线性双曲问题就是典

型的例子 [37-41]。实际上，对于双曲问题，只有对一些特殊的模型问题，或者在一些极其特殊的条件

下，才能得到上面介绍的解析正则性，感兴趣的读者可以参见[37-39]。如何对非线性随机双曲问题设

计有效的算法仍然是一个重要的研究方向。

3 多项式逼近: Gelerkin 投影方法和随机配置方法

现在，我们讨论对于模型椭圆问题（2.15）的多项式逼近（Generalized Polynomial Chaos, gPC）方

法。该方法寻求在随机参数空间中的多项式逼近：

u(x, Z) ≈
∑
α∈I

ĉα(x)ϕα(Z), (3.1)

其中 ϕn 是根据随机参数的分布信息所选取的多项式基函数，ûn(x)是我们需要求解的展开系数。在

gPC 方法中，我们选取在 L2
ρ 意义下正交的多项式，即：

E [ϕα(Z)ϕβ(Z)] =

∫
Γ

ϕα(Z)ϕβ(Z)ρ(Z)dZ = δα,β ,

其中δα,β 是 Kronecker delta 函数。

注意这里的 ϕα(Z)是 d个变量的正交多项式基函数。由于我们已经假定 Z 的各个分量相互独立，

于是 ϕα(Z) 是单变量多项式基函数的张量积，即

ϕα(Z) =

d∏
j=1

ϕ(j)αj
(Zj) ,

∫
Γj

ϕ(j)n (Zj)ϕ
(j)
m (Zj)ρj(Zj)dZj = δn,m, (3.2)

6
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其中 ϕ
(j)
αj 代表第 j 个方向阶数为 αj 的多项式基函数。在每一个随机方向，ρj 决定了所选取的多项

式的类型。比如，均匀分布概率密度对应了 Legendre 多项式，Beta 分布密度函数对应了 Jacobi 多项

式，Gaussian 分布概率密度对应 Hermite 多项式，具体参见 [42,43]。

在上面的描述中，我们使用了多重指标: α = (α1, . . . , αd) ∈ Nd
0 是一个 d 维指标，且有相关定

义 Zα = ΠjZ
αj

j 以及 |α| =
∑d

j=1 αj。对于任何一个向下封闭（参见 [44]）的 d 维指标集合 I ⊂ Nd
0,

我们记集合的指标总数是 |I| = N，实际上，我们可以将所有指标按某种规则进行排序（比如字典

（Lexicographical）排序），于是有

uN (x,Z) =
∑
α∈I

ĉα(x)ϕα(Z) =
N∑

n=1

ĉn(x)ϕn(Z).

任何一个 d维的有限项多项式空间，可以由其对应的指标集进行表示，比如，通常考虑的张量多项

式空间（Tensor Product，TP），完全多项式空间（Total Degree，TD），以及双曲多项式空间（Hyperbolic

Cross，HC），分别对应以下指标集：

IT
d,k =

{
α ∈ Nd

0 | max
j
αj 6 k

}
, T d

k = span
{
zα |α ∈ IT

d,k

}
IP
d,k =

{
α ∈ Nd

0 | |α| 6 k
}
, P d

k = span
{
zα |α ∈ IP

d,k

}
,

IH
d,k =

α ∈ Nd
0 |
∏
j

αj + 1 6 k + 1

 , Hd
k = span

{
zα |α ∈ IH

d,k

}
注意上面的 d代表随机参数的个数，也就是随机参数的维数，k 代表多项式阶数。可以看出，张量多项

式空间 P d
k 要求每个方向上，所使用的多项式阶数不超过 k，而完全多项式空间则要求所有方向多项

式的阶数之和不超过 k。可以看出，张量空间 P d
k 和完全多项式空间 T d

k 的自由度（Degree of Freedom,

DoF）分别是

pdk , dimT d
k = (k + 1)d, tdk , dimP d

k =

 d+ k

k

 .

双曲多项式空间 Hd
k 的自由度难于确定，文献 [44] 提供了以下的上界估计：

hdk 6 ⌊(k + 1)(1 + log(k + 1))d−1⌋.

从上面的公式，我们立刻可以看出随机参数的维数引出的严重问题：多项式空间的自由度随着随机参

数的维数 d 快速增长。为了便于理解，我们在图 1 中给出了二维空间自由度的差别。

3.1 Galerkin 投影方法

为了得到模型问题（2.15）的解的多项式逼近 uN (x,Z)，我们需要求解相关的展开系数 {ĉn(x)}n。
这可以通过 Galerkin 投影方法（也被称作随机 Galerkin 投影方法）得到：我们将展开式（3.1）带入模

型问题（2.15），并在所考虑的（有限维）多项式空间中做 Galerkin 投影，得到 −∇ · [A(x)∇c] = f , x ∈ D;

u|∂D = 0,
(3.3)
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图 1 二维多项式空间自由度比较。左图：TP 空间，中图：TD 空间，右图：HC 空间

其中 c = (ĉ1(x), ..., ĉN (x))⊤ 是需要求解的未知向量，且 f = (f̂1(x), ..., f̂N (x))⊤ 满足

f̂n(x) =

∫
Γ

ρ(Z)f(x,Z)ϕn(Z)dZ, n = 1, ..., N.

gPC-Galerkin 方程组（3.3）的系数矩阵 A(x) =
[
An,m(x)

]
的元素满足

An,m(x) =

∫
Γ

ρ(Z)κ(x,Z)ϕn(Z)ϕm(Z)dZ, 1 6 n,m 6 N. (3.4)

注意到方程组（3.3）是关于未知系数的确定性方程。通过求解（3.3），我们便得到了模型问题的多项

式逼近解 uN (x,Z)。从而，一些统计量信息都可以通过逼近解 uN (x, Z) 得到，比如函数 u 的均值可

以由下式得到

E[u] ≈ E[uN ] =

∫
Γ

(
N∑

n=1

ĉn(x)ϕn(Z)

)
ρ(Z)dZ = ĉ1(x), (3.5)

注意，我们的排序中默认第一项 û1(x) 是常数项。同理，方差信息可以由下式得到

Var[u] = E
[
(u− E[u])2

]
≈

N∑
n=2

(ĉn(x))
2
. (3.6)

上述的多项式逼近方法已经被广泛应用于 UQ的计算之中，比如随机扩散问题 [45-47]，随机流体计算

[48]，随机守恒律方程 [40,41,49]，等等。我们之前已经讨论过，模型问题的解对于随机参数具有良好

的光滑性质，因此，上述 Galerkin 方法可以达到指数收敛性，收敛率远远快于传统的蒙特卡洛方法。

感兴趣的读者可以参见 [30，33-36]。

虽然 Galerkin 投影方法数学描述清楚，并引发了许多漂亮的数值分析结果。然而在实际操作中，

我们需要求解一个大规模方程组（规模远大于原始模型），这对实际应用提出了巨大挑战。此外，可以

看出，Galerkin 方法中形成的联立方程组的形式是由原数学模型决定的。如果原数学模型极其复杂，

那么所形成的 gPC-Galerkin 方程组也将极其复杂。

另外，在实际应用中，通常会考虑时间依赖的数学模型，并且需要进行长时间数值模拟。对于这

些问题，Galerkin方法的应用也面临挑战 [54]。一方面，长时间模拟需要的计算量太大，难以实现。另

一方面，模型的精确解随着时间可能有剧烈的演化，然而，在 gPC 方法中，我们使用了固定的多项式

基函数，这也许会在时间演化过程中会产生问题。近几年，研究人员给出了一种全新的尝试：动态正

交（Dynamically Orthogonal，DO）逼近方法。这种方法针对于时间演化的问题，试图动态的寻找精确
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解的 Karhunen-Loève 截断逼近，因为截断的 Karhunen-Loève 展开具有最优性。比如，我们考虑如下

的随机扩散问题：
ut(x, t, ω)−∇ · (a(x, ω)∇u(x, t, ω)) = f(x, t, ω), in D × T × Ω,

u(x, t, ω) = 0 on ∂D × T × Ω,

u(x, 0, ω) = u0(x, ω), on D × Ω,

(3.7)

其中 t ∈ T 是时间变量。DO 方法寻求如下的逼近解：

uN (x, t, ω) = Ū(x, t) +
N∑

n=1

Un(x, t)Yn(t, ω). (3.8)

也就是说，我们要求两组基 {Un(x, t)}和 {Yn(t, ω)} 都随时间演化。为了保证逼近展开的唯一可解性，
需要引入动态正交逼近条件：

E[Yi(t, ·)] = 0, ⟨Ui(·, t), Uj(·, t)⟩ = δij ,

⟨
∂Ui(·, t)
∂t

, Uj(·, t)
⟩

= 0, 1 6 i, j 6 N, ∀t ∈ T . (3.9)

通过把（3.8）带入随机扩散方程，并结合动态正交条件（3.9）在两组基空间中做投影，可以推导出

{Un(x, t)} 和 {Yn(t, ω)} 所满足的方程组，具体可以参见 [55-57]。

注意，这时得到的动态正交方程组远比 gPC-Galerkin 方程组仍然是联立方程组，并且形式复杂，

然而，由于我们试图寻找最佳逼近（截断的 Karhunen-Loève 展开），我们期望展开项数远小于 gPC-

Galerkin方法中的展开项数。一个和动态正交方法相关的尝试（动态双正交）也出现在文献 [58,59]中。

动态正交方法最初由 [55]引入，并应用于随机流体的模拟之中，之后引起很大的关注并被应用于更多

实际问题，参见 [60,61]。然而，对于这种方法的数值分析工作，比如收敛性质，并没有广泛展开。近期，

文献 [62]给出了这种方法与 Schrödinger方程计算中的 MCTDH（Multi-Configuration time-dependent

Hartree）方法 [63,64] 的密切关联，并给出了动态正交方法对于随机扩散问题的收敛性证明：

定理 1 （Musharbash, Nobile & Zhou, [62]）假设 zN (t) 是精确解 u(t) 的最佳 N 项逼近（我

们可以把 zN (t) 看作 u(t) 的 N 项 Karhunen-Loève 截断）。如果当 0 6 t 6 t̄ 时，zN (t) ∈
(
H2(D) ∩

H1
0 (D)

)
⊗L2(Ω)且关于时间连续可微。并且 zN (t)对应的最小特征值满足 σ(zN (t)) > ρ > 0, ∀t ∈ [0, t̄].

那么存在 0 < t̂ 6 t̄ 使得以 uN (0) = zN (0) 为初值的 DO 逼近解成立以下估计（当 0 < t 6 t̂）：

∥uN (t)− zN (t)∥2L2(D)⊗L2(Γ) + amin

∫ t

0

|uN (τ)− zN (τ)|21dτ 6 2αe2β(t)
∫ t

0

∥zN (τ)− u(τ)∥21dτ, (3.10)

其中

β(t) =
C

ρ
t, α = max

{ a2max

2amin
, 4ρ−1

}
.

上述的 C 是一个依赖于 zN (t) 以及给定条件的常数，∥ · ∥1, | · |1 分别是函数空间 H1(D) ⊗ L2(Ω) 中

定义的范数和半范数。

上述定理表明，在一定的条件下，DO逼近解可以和最佳逼近解相比拟。但对于长时间的模拟，如

果想保持最佳逼近性质，也许需要一些自适应的思想选取最重要的展开项。并且，这个定理还局限于

随机扩散问题以及满足特定条件的非线性问题，对于更一般问题的收敛性证明，仍是一个很重要的研

究课题。
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3.2 随机配置方法

在这一节，我们介绍随机配置方法，这将是本文接下来讨论的重点。最初的随机配置方法的思想

简单，即基于参数空间一些特殊的配置点（比如随机参数对应的多项式的 Gauss 点），进行张量型拉

格朗日多项式差值 [15,17,37,65]。然而，随着 UQ 研究的发展，随机配置方法的最新研究成果不断出

现，其构建方法也出现多种变型，本文我们将尽可能阐述随机配置方法的一般性框架。

在随机配置方法中，我们仍然寻求模型问题（2.15）的多项式逼近

u(x,Z) ≈ uN (x, Z) =
N∑

n=1

ĉn(x)ϕn(Z) (3.11)

主要目标仍然是求解多项式展开的未知系数 {ĉn}n。在随机配置方法的框架下，我们利用一些样本信
息来构建未知系数：令 {zm}Mm=1 是 M 个在随机参数空间 Γ 中选取的样本。对于每一个样本 zm，若

令 Z = zm，模型问题变成了一个确定性问题，于是我们可以使用通常的确定性算法（比如有限元方

法）来获得 u(x, zm)。一旦对于所有样本 {zm}Mm=1，我们得到相应的样本解 {u(x, zm)}Mm=1，便可以通

过如下关系构建多项式逼近

N∑
n=1

ϕn(zm)ĉn(x) ≈ u(x; zm), m = 1, ...,M. (3.12)

上述问题中“≈”的具体含义我们将在后面分情况具体讨论。注意到，为了得到上述逼近，我们只需求
解 M 个和原始问题一样规模，一样形式的方程，从而可以使用现有的应用软件。并且，对不同的样

本可以使用并行处理器，这是随机配置方法和我们上一节介绍的 Galerkin 逼近方法的显著区别。

通常情况下，对于每个样本 zm，我们需要对物理空间进行离散，因此所得到的信息 u(x, zm) 通

常是一个离散解，我们假设离散物理空间（比如有限元离散）的自由度为 K，也就是说，u(x, zm) =

(u(x1, zm), ..., u(xK , zm)) 是一个 K 维向量，对于每一个物理网格点，问题（3.12）可以写成代数问题

Ack ≈ uk, k = 1, . . . ,K. (3.13)

其中设计矩阵 A ∈ RM×N 的元素满足 Am,n = ϕn(zm)，并且有

ck =
(
ĉ1(xk), ..., ĉN (xk)

)⊤
, uk =

(
u(xk, z1), ...,u(xk, zM )

)⊤
, k = 1, . . . ,K. (3.14)

为了描述方便，在接下来的讨论中，我们将忽略下标 k ，也就是忽略物理空间的离散。为了便于理解，

读者可以想象未知函数是一个只关于随机参数的高维函数，进而我们考虑模型问题：

Ac ≈ u. (3.15)

由上面的讨论可以看出，如何在高维随机参数空间中选取样本 {zm}Mm=1 将是一个关键问题，这将决定

所形成的设计矩阵 A 的性质，从而对于后续算法的稳定性和收敛性产生影响。针对逼近问题（3.15），

我们将在后面的三个小节中分别讨论以下三种方法

• 离散最小二乘投影（M > N）：我们通过样本点的信息拟合未知系数。在这个框架下，我们关心

如何确定 M 与 N 的关系，以保证算法的稳定性和最优收敛性。

• 压缩感知方法（M < N）：我们期望用少量的样本信息，通过稀疏优化算法重构稀疏的多项式逼

近。这种框架前提是解具有稀疏结构，我们同样关心算法的稳定性和收敛性，并且通过后面的介

绍我们发现，压缩感知算法和离散最小二乘算法具有密切的联系。
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• 基于任意位置高维节点的最小插值（M = N）：我们要求（3.12）在样本点上精确满足等式。同样，

我们需要考虑算法的稳定性和收敛性。

在开始上述三种方法的讨论之前，我们强调使用的样本点满足“无结构”性质。比如，我们可以随意

（或者说，根据实际问题或者实际资源）控制样本点的使用个数。因为在实际应用中，对于每一个样

本，我们需要付出很大的计算代价，想象每一个样本点的模拟耗时巨大。另外，鉴于实际资源限制，我

们期望可以根据资源确定使用样本的次数，比如，如果有 M 个并行处理器，我们自然希望使用 M 个

样本（或者整数倍），以便提高使用效率。另外，对于许多实际应用问题，样本点的位置可以由问题本

身给出，或者由工程应用人员给出，我们无法控制样本点的位置。因此，我们强调“无结构”，期望能

够处理任意位置的样本，比如随机样本。

为了更加便于理解，作为对比，我们介绍以下两个典型的“结构”样本：

张量积高斯点： 我们知道，在一维情形下，高斯（Gauss）节点具有良好的插值性质。于是，在

高维情形，一个自然的想法是使用基于一维高斯点的张量积节点。比如我们在每个方向使用 K 个高

斯点，那么在 d 维空间的张量积高斯点的个数是 M = Kd。显然，节点个数随着维数的增加呈指数增

长。尽管张量积可以继承一维高斯节点的高代数精度，在实际应用中，由于维数的祸根问题，仍是不

可取的。

稀疏节点（Sparse Grid）： 稀疏节点也属于张量积节点，但是稀疏节点的设计试图减轻张量积

节点对于维数的严重依赖。原始的稀疏节点是由 Smolyak [13] 在高维求积中引入的，随后，稀疏节点

得到了快速的发展 [14,66,67]。

如果我们令 Θj
k 表示在方向 j 上的一组节点（节点个数由参数 k 决定），那么一个高维的 ℓ 层稀

疏节点可以由下式给出

Θℓ =
∪

|α|6ℓ

d⊗
j=1

Θj
αj
.

我们可以随意定义不同的一维节点 Θj
k ，但是，流行的方法是选取 Θj

k 为 2k + 1 个 Chebyshev Gauss-

Lobatto 节点，即：

Θj
k =

{
cos

(
(n− 1)π

2k

)}2k

n=1

可以看出，这种选取方法具有“嵌套”性质，即 Θj
k ⊂ Θj

k+1，并且由此建立的高维稀疏节点 Θℓ 继承了

这种嵌套性质。

基于上述稀疏节点的插值方法被广泛的应用于 UQ 计算之中，取得了一定的成功 [15-18]。然而，

由于稀疏节点仍然是一种张量节点，节点个数仍然随着维数增加而快速增加。为了说明这一点，我们

在表格 1中给出了高维情况下稀疏节点的个数与维数 d及层数 ℓ的关系，以及同指标下（d, ℓ）完全多

项式空间和张量多项式空间的自由度。注意表格 1 中的张量多项式空间的自由度 pdℓ 实际上也对应了

张量积节点的个数。显然，张量积节点是不可取的一种节点。而稀疏节点确实在一定程度上解决了维

数祸根问题，但是，我们同时注意到，稀疏节点的节点个数是随着层数 ℓ 跳跃增长的，这使得我们无

法随意的控制所使用的样本点的数量。另一方面，张量积节点和稀疏节点的节点位置都是由一维节点

的选取规则确定的，我们无法改变节点的位置，也就是说，无法使用任意位置的节点。为了直观，我

们在图 2中给出了两种节点的对比。最后需要强调，虽然把稀疏节点定义为“结构”样本，然而，关于

11
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图 2 左图：由“clenshaw-curtis”选点规则 [16] 生成的稀疏节点（ℓ=5）。右图：同数量一维节点生成的张量积节点。

dimension d level ℓ Sparse Grid tdℓ pdℓ

10 1 21 11 1024

2 221 66 59,049

3 1581 286 1,048,576

20 1 41 21 1,048,576

2 841 231 ≈ 3.5× 109

50 1 101 51 ≈ 1.1× 1016

2 5101 1326 ≈ 7.2× 1023

表 1 稀疏节点的个数与维数 d 和层数 ℓ 的关系，以及同指标下（d, ℓ）完全多项式空间和张量多项式空间的自由度。

稀疏节点的研究仍然是一个热点，许多自适应的想法被引入其中 [68-70]，这也是 UQ研究中的一个活

跃方向。

4 离散最小二乘投影

离散最小二乘投影是一种经典的逼近方法，该方法在众多的应用数学领域有重要应用，比如计算

统计。通常情况下，我们需要考虑噪声干扰下的最小二乘逼近，即样本信息受噪声干扰。关于这类问

题的研究，可以参见 [71,72] 及其中的参考文献。在 UQ 的应用中，我们实际上已经把这些噪声的扰

动建模成了相关的随机变量，于是我们可以假定对于每个样本点 zm，可以在没有噪声的干扰下得到

解的信息 u(x, zm)。注意，样本信息 u(x, zm) 的计算同样存在误差，比如时空离散误差。但这些误差

与噪声误差不属同类，并且，现代计算方法的研究已经可以很好的控制时空离散误差。于是，不失一

般性，我们这里考虑基于无噪声样本信息的离散最小二乘投影方法。这类计算方法已经被成功的应用

于 UQ 的计算之中 [73-76]。

12



中国科学 : 数学 评审中稿件

在离散最小二乘的框架下，未知系数 ĉn 通过以下的优化问题确定（注意这里 M > N）

uN := PN
Mu = argmin

p∈PN

1

M

M∑
m=1

(p(zm)− u(zm))
2
, (4.1)

其中 PN 是所使用的多项式逼近空间，例如完全多项式空间 T d
k。为了符号简单，我们省略了空间变量

x，即我们考虑模型问题(3.15)。我们引入以下离散内积

⟨u, v⟩M =
1

M

M∑
m=1

u(zm)v(zm) (4.2)

及其诱导的离散范数 ∥u∥M = ⟨u, u⟩1/2M 。

优化问题（4.1）实际上等价于以下代数问题

c = argmin
z∈RN

||Az− u||2. (4.3)

其中 A 是设计矩阵。上述问题的解也可以通过求解以下的“正规”方程得到

Âc = û, (4.4)

其中矩阵 Â 及向量 û 满足

Â := A⊤A =
(
M ⟨ϕi, ϕj⟩M

)
i,j=1,...,N

, û := A⊤u =
(
M ⟨u, ϕj⟩M

)
j=1,...,N

. (4.5)

上述问题是数值代数中标准的最小二乘问题，我们可以通过基于 QR 分解的算法求解（4.3），或者通

过基于 Cholesky 分解的算法求解（4.4）。

通过上面的描述，我们可以看出，如何选取样本是离散最小二乘的一个核心问题，因为这决定了

设计矩阵的性质，从而直接决定计算方法的稳定性和可靠性。我们接下来讨论基于“无结构”样本点

的离散最小二乘方法。

4.1 随机抽样

随机抽样方法是一个自然的选择，并且，随机抽取的样本满足我们的“无结构”要求，我们可以

控制样本的使用数量。在随机抽样方法中，样本 {zm}Mm=1 通过概率密度函数 ρ(Z) 随机产生。因此，

产生的设计矩阵 A 是一个随机矩阵。这种方法已经被成功应用于 UQ 的计算之中 [75,78,79]。在实际

计算中，通常取 2 倍左右的样本，即 M = 2N。虽然关于离散最小二乘投影方法的研究有相当长的历

史，但是，在 UQ 的计算框架下，其数值分析结果在过去几乎是空白的。

对于有界区域的情形，文献 [75] 考虑 ρ 是 [−1, 1] 上均匀概率密度的情形（即 d = 1，且随机参数

满足均匀分布），证明了如果样本点的数量 M 平方的依赖于多项式空间的自由度，即 M = cN2，那

么离散投影方法以高概率（With high probability）稳定，并且，离散投影逼近方法的误差可以被多项

式空间的最佳逼近误差控制住。文献 [73] 几乎同时给出了更一般的结果：

定理 2 （Cohen, Davenport & Leviatan, [73]）令 ρ(Z) 是前面讨论的某一概率测度，其中 Z ∈
Γ ⊂ Rd。令 {ϕα(Z)} 是以测度 ρ(Z) 正交的基函数。考虑任何向下封闭的基函数空间 {ϕi(Z)}Ni=1（注

意，如前所述，我们使用了字典排序）。记

K(N) = sup
Z∈Γ

N∑
i=1

ϕ2i (Z).

13
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假设 {zi}Mi=1 是根据测度 ρ(Z) 随机产生的样本点。对于任意的 r > 0，如果样本点的个数 M 满足

M

logM
& rK(N) (4.6)

那么基于基函数 {ϕi(Z)}Ni=1 以及随机样本 {zi}Mi=1 所形成的设计矩阵以高概率稳定，即有

Pr

[
∥Â− I∥ > 1

2

]
6 2M−r.

上述定理的证明使用了随机矩阵的估计工具。注意，定理考虑了考虑了更一般的概率分布情形。

并且，定理的结果并不限定于多项式基函数。如果将上述定理限制为 d = 1 以及 Legendre 基函数的

情形（对应均匀测度），那么上述定理与文献 [75] 的结果一致，即需要 M = cN2。对于一般的情形，

我们需要考察 K(N)的增长趋势。比如，上述结果在文献 [79]中被具体到高维情形。对于均匀随机参

数的情况，文献 [79] 证明了如果使用高维 Legendre 基函数，对于任意的向下封闭指标集多项式逼近

空间，平方依赖的样本点个数（M = cN2）可以确保离散投影方法以高概率稳定。而考虑 Chebyshev

概率密度（对于 Chebyshev 基函数），平方依赖的关系可以被减弱成 M ∼ N
ln 3
ln 2。

对于无界区域的情形，即 Γ = [−∞,∞]d ，上述的分析方法都遇到困难。比如带有高斯型随机参

数的问题，相关的研究并没有完全展开。文献 [44] 中给出了一些数值结果，表明在无穷区域上（使

用 Hermite 多项式）若想保证稳定性几乎是不可能的，因为所使用的样本点个数需满足 M ∼ N cN，

这显然是不现实的。文献 [80] 给出了一个解决方案：使用 Hermite 函数（Function）作为基函数取代

Hermite 多项式，这在谱方法的研究领域是流行的做法。并且，文献 [80] 使用了映射的均匀分布样本

点，即

z(ξ) =
L

2
log

1− ξ

1 + ξ
, ξ ∈ (−1, 1),

其中 ξ 是 [−1, 1] 上均匀分布的样本，L 是自由选取的参数。在这个框架下，[80] 给出了如下的稳定性

结果：

定理 3 （Tang & Zhou, [80]）任取 r > 0, 假设样本点个数满足 M
logM & r N，并且 L &

√
N。那

么成立如下的稳定性结果：

Pr

[
∥Â− I∥ > 5

8

]
6 2M−r,

其中 Pr[Ω] 表示 Ω 发生的概率，∥ · ∥ 表示矩阵的谱范数。
另外，文献 [80] 还引入了谱方法中的尺度因子（Scaling）来加快 Hermite 函数逼近的收敛速度，

即我们寻求如下的展开

f(y) =
N−1∑
n=0

cnH̃n(αz) ⇔ f
( z
α

)
=

N−1∑
n=0

cnH̃n(z), (4.7)

其中 H̃n 是 Hermite 函数，α > 0 是一个尺度因子。使用尺度因子的想法为了让样本 {zi}Mi=1 充分分

布在未知函数的有效区域内。假设当 |z| > Q 时我们有 f ∼ 0。那么我们应该使用如下的尺度因子

max
16j6m

{|zj |}/α 6 Q ⇒ α = max
16j6m

{|zj |}/Q. (4.8)

这个想法最早在谱方法研究中引入 [77]，并取得了很好的效果。在随机抽样的框架下，由于 {zi}Mi=1 是

随机产生的样本。上面介绍的 α 也许并不有效：也许存在极少量样本具有很大的绝对值，这意味着上
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面介绍的尺度因子可能会过度压缩样本。鉴于此，我们试图放弃一些极端的样本，我们不妨假设样本

如下排序

|z1| 6 |z2| 6 · · · 6 |zM |.

那么，我们选择如下的尺度因子

α̃ = max
16j6m̃

{|zj |}/Q, m̃ = ⌊µm⌋,

其中 µ 是一个接近 1 的参数。也就是说，我们放弃了 m− ⌈µm⌉ 个可能的极端样本。如上考虑的尺度
因子在文献 [80] 中通过数值算例被证明非常有效。然而，在实际应用中如何选取最优的参数 Q,µ 仍

然是需要研究的课题。

4.2 确定性抽样

在随机抽样方法中，我们注意到，所有的数值分析结果都是依概率的，或者是在期望的意义下。

因此，总存在计算失败的概率（比如不稳定）。然而，现实情况下，我们不可能重复操作多次离散投影

方法的计算，而是期待每一次抽取 M 个样本后，计算都是可靠并稳定的。这促使我们设计高维空间

得确定性样本。目前为止，这类研究结果相对稀少。

最近，文献 [76, 81]介绍了如下的确定性样本，称为Weil样本：假设M > 2k+1是一个素数，Weil

样本通过如下方法产生

ΘM :=
{
zj = cos(yj) : yj = 2π

(
j, j2, . . . , jd

)
/M, j = 0, . . . , ⌊M/2⌋

}
, (4.9)

其中 ⌊M/2⌋ 表示M/2 的整数部分。注意上述样本集包含的样本数量是M = ⌊M/2⌋+ 1。实际上，我

们可以证明，上述方法产生的样本 {zm}M−1
m=0 与 {zm}Mm=M 是重合的，具体的证明可以参见 [81]。为了

方便描述，我们将 Weil 样本的下标重新排序为 1 到 M。

Weil 样本的设计是受数论中 Weil 指数和定理的启发，这也是我们称其为 Weil 样本的原因，为

了方便读者，我们将 Weil 指数和定理介绍如下 [82]:

Weil 定理 假定M 是一个素数。令 f(x) = m1x +m2x
2 + · · · +mdx

d，如果存在 j, 1 6 j 6 d，

使得M - mj，那么有 ∣∣∣∣∣∣
M−1∑
j=0

e
2πif(j)

M

∣∣∣∣∣∣ 6 (d− 1)
√
M. (4.10)

在文献 [76] 中，作者证明了 Weil 样本渐进的服从 Chebyshev 分布:

定理 4 （Zhou, Narayan & Xu, [76]） 令 ΘMK 是由第 K 个素数所确定的 Weil 样本集合

{xj,K}MK

j=1。对于每一个 K，我们定义相关样本 ΘMK 的侧度如下：

ρK :=
1

MK

MK∑
j=1

δ(xj,K),

其中 δ(x) 是通常的狄拉克函数。令 ρc 是正规化的 Chebyshev 测度，那么随着 K → ∞，在分布意义
下成立 ρK → ρc。
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现在，我们考虑基于 Weil 样本的离散投影算法，我们首先假设随机参数服从 Chebyshev 分布。

自然的，我们使用高维的 Chebyshev 多项式作为基函数。进而，我们可以给出矩阵 Â = [âi,j ] 元素的

相关估计 [76]：

âi,j 6
(d− 1)

√
M + 1

2
, i ̸= j, i, j = 1, ..., N. (4.11)

M
2d+1

− (d− 1)
√
M

2
6 âi,i 6

M
2d+1

+
(d− 1)

√
M

2
, i = 1, ..., N. (4.12)

上述估计的证明需要使用 Weil 指数和定理。结合上面的估计和圆盘定理，可以得到如下的稳定性结

果，并进而得到最近逼近分析结果：

定理 5 （Zhou, Narayan & Xu, [76]）考虑由 Chebyshev基函数和Weil样本定义的正规矩阵 Â，

如果 M > C(d)N2，那么有如下的稳定性结果

∥2
d+1

M
Â− I∥ 6 1

2
,

其中 ∥ · ∥ 是矩阵的谱范数，I 是 RN×N 的单位矩阵，C(d) 是一个依赖于维数 d 的常数。若令 f(Z) ∈
L2
ρ(Γ)，P

Nf, PN
Mf 分别是 f(Z)在 Chebyhsev多项式空间 PN 中的最佳逼近和离散最小二乘逼近（通

过使用 Weil 样本）。那么成立如下的估计

∥f − PN
Mf∥L2

ρ
6 C∥f − PNf∥L∞ .

即离散投影的误差可以被最佳逼近误差控制。

可以看出，上面的稳定性和收敛性结果都是“确定性”的，而非在期望意义下或者是以高概率成

立。也就是说，只要满足我们要求的条件 M > C(d)N2，基于 Weil 样本的离散投影方法就是稳定的，

并且可以达到最佳逼近的效果。但是，这里的样本个数和多项式空间自由度是一个平方依赖关系，而

不是使用随机样本时的 M ∼ N
ln 3
ln 2 [79]。不过，这个瓶颈只体现在理论分析的框架上，我们随后将通

过数值例子证明 Weil 样本和随机样本有着同样的表现。

在上述讨论中，我们假定了随机参数服从 Chebyshev分布。对于一般的随机分布，为了使用 Weil

样本，[76] 介绍了加权的离散最小二乘：

PN
M,wu = min

p∈PN

1

M

M∑
m=1

wm (u(zm)− p(zm))
2
, (4.13)

其中 {wm}m 是权重。引入加权离散内积

⟨u, v⟩w,M =
1

M

M∑
i=1

wiu(zi)v(zi) (4.14)

及其导出的加权离散范数 ∥u∥w,M = ⟨u, u⟩1/2w,M。

定理 4 为我们设计权重提供了重要依据。考虑原始的最小二乘问题 wi ≡ 1，随着 M → ∞，样本
序列 {zm} 服从 Chebyshev 分布 ρc。因此成立如下的渐进关系

∥u∥2w,M = ∥u∥2M =
1

M

M∑
i=1

u2(zi) ≃
∫
Γ

u2(Z)ρc(Z) dZ.
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因此，在之前的讨论中，我们自然使用 Chebyshev 逼近。如果考虑一般的多项式逼近，即

uN (Z) =
N∑
j=1

ĉjϕj(Z),

其中 {ϕj} 是以权函数 ρ(Z) 正交的一般多项式。由于基函数以权 ρ 正交，我们需要调整权重以便

∥u∥2w,M =
1

M

M∑
m=1

wmu
2(zm) ≃

∫
Γ

u2(Z)ρ(Z) dZ.

注意，我们仍使用 Weil 样本 {zm}（渐进服从 Chebyshev 分布）。因此，我们调整权重如下

wm =
ρ(zm)

ρc(zm)
= πdρ(zm)

d∏
q=1

(
1− (zqm)

2
)1/2

,

其中 zqm 是向量 zm 的第 q 个元素。以均匀分布作为特例：即 ρ(Z) ≡ 2−d，我们需要做如下调整：

wm =
ρ(zm)

ρc(zm)
= (π/2)

d
d∏

q=1

(
1− (zqm)

2
)1/2

. (4.15)

这种加权的最小二乘也相当于对设计矩阵做一个预条件子，相关的研究也广泛出现于 ℓ1- 优化之中

[82]。需要指出，(4.15) 和统计和工程应用中的重要性抽样有紧密联系 [83]。

注2 注意上面讨论的确定点是针对于有界区域设计的，如何对于无穷区域问题涉及有效的确定

点，是一个值得研究的课题。

注3 加权最小二乘也适用于其他类型样本，比如随机样本。比如考虑 Legendre 逼近，但通过

Chebyshev 测度产生样本，我们仍然可以使用上面介绍的加权最小二乘，这种框架在压缩感知中也是

常用的技巧。另外，拟随机（Quasi Mento Carlo，QMC）样本，作为一种确定性样本，也可以在离散投

影算法中发挥重要作用，参见文献 [84-86]。特别的，在文献 [84] 中，作者分析了使用 QMC 样本的离

散投影的稳定性，其分析结果显示，稳定性条件需要 M ∼ N4，这显然不能接受，然而，这个结果仅

限于数值分析，因为 QMC 样本与随机样本具有相似的数值表现。这同时意味着在数值分析上，稳定

性条件 M ∼ N4 还有巨大的改进空间。

4.3 结构随机样本

下面我们介绍一种介于随机样本和确定性样本之间的样本：结构随机样本。我们之前提到，基于

一维 Gauss 求积节点的张量积节点并不适合实际应用，因为样本点的数量随着随机参数的维数呈指

数跳跃增长（见表格 1）。然而在理论上，这种节点由于其较高的代数精度具有一点的优势。我们这里

探讨使用这种样本的可能性。基本想法是通过随机选取其中的一部分样本，把这种“结构”样本转化

成“非结构”的样本。

我们现在来描述这个想法: 假设我们想在双曲多项式空间 Hd
k 中寻求对于 u(Z) 的逼近。即

u(x) =
∑

α∈IH
d,k

ĉαϕα(x) =
N∑

n=1

ĉnϕn(x), (4.16)
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图 3 四维双曲多项式空间对于不同样本点的设计矩阵的条件数随着多项式阶数 k 的变化情况。上

图：M = 5
2N. 中图: M = 3

2N logN. 下图: M = 0.3N log3N
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展开的多项式项数是 N = |IH
d,k| = hdk。不失一般性，我们假设 {ϕn(x)} 是 Chebyshev 多项式基函数。

实际上，上述逼近也可以看作是在张量积空间 P d
k 的逼近

u(x) =
∑

α∈IP
d,k

ĉαϕα(x), ĉα = 0 if α ∈ IP
d,k\IT

d,k. (4.17)

也就是说，在张量积空间的许多展开系数是 0，这有些类似于压缩感知中的“稀疏表示”。我们将在后

面的章节中对这个概念做详细的讨论。

令 {zm, wm}Mm=1 是张量积 Chebyshev 多项式空间所对应的张量积高斯节点及对应的权，其中

M = pdk = (k + 1)d。如果我们通过使用张量积高斯节点给出设计矩阵，

Ã =
(
ϕn(zm)

)
n=1,...,N, m=1,...,M

∈ RM×N ,

并且考虑一个使用权重给出的预条件矩阵：

W̃ = diag(
√
w1, ...,

√
wM).

那么，根据张量积高斯节点的代数精度，我们有

(W̃Ã)⊤(W̃Ã) = I.

然而，张量积节点是典型的结构性网格点，网格点的数量随着维数的增加呈指数增长（M 很大，且

N ≪ M），现实中并不被采用。因此，我们考虑通过随机选取方式，选取使用其中的 M 个节点及其

对应的权

N < M 6 M. (4.18)

从而得到相关的随机设计矩阵 A ∈ RM×N 及预条件矩阵W ∈ RM×N，并考虑如下的最小二乘问题

c = argmin
z∈RN

∥WAz−Wu∥2. (4.19)

我们提醒读者注意上面 M 和M的区别，并注意随机选取一部分样本等价于随机选取较大矩阵 Ã的

一部分行向量。我们期待这些随机选取的张量积节点对于双曲多项式空间（完全多项式空间可以同样

考虑）的离散投影具有良好的性质。

这个想法是文献 [87] 介绍的，并给出了以下的稳定性分析：

定理 6 （Zhou, Narayan & Xiu, [87]）如果通过上述讨论所选出的样本点的个数满足

M

logM
> C(d)µN, (4.20)

则设计矩阵满足以下稳定性条件

∥ 1

M
A⊤A− I∥ 6 1

2
(4.21)

的概率不低于 1−M1−µ, 其中 µ > 1 是一个常数。

注意，上述的估计基本上是一个线性的依赖关系（相差一个 log 项）。另外，我们强调，这个框架

并不限于 Chebyshev 分布，实际上，文献 [87] 提供的一般性的框架，其理论结果包含通常的有界区域

的分布类型，包括均匀分布，Beta分布；也包括无穷区域的分布，比如 Gaussian分布，Gamma分布。
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图 4 二维完全多项式空间的逼近误差。左图：Chebyshev 逼近。右图：Legendre 逼近。

4.4 数值算例

在这一节中，我们将提供一些数值算例来测试离散投影方法的稳定性和收敛性。测试中我们将使

用上面讨论的三种样本。我们首先来测试稳定性，这需要考察如下矩阵的条件数：cond(Â) = σmax(Â)

σmin(Â)
。

在图 3 中，我们呈现了四维双曲多项式空间中（ Chebyshev 基函数），条件数随多项式阶数增长的

变化关系。注意，当使用随机样本以及结构随机样本时，上述定义的条件数是一个随机变量，在这些

情况下，我们将重复 200 次试验，进而呈现平均意义下的条件数。在图中，我们使用 Gaussian 表示

基于结构随机点得到的数值结果，使用 Random 表示基于随机样本产生的数值结果。而使用 Weil 样

本得到的数值结果，我们用 Weil points 表示。同时，我们呈现了两种随机样本的条件数的上界，用

相应的虚线画出。在图 3（上），我们考虑线性依赖关系 M = 5
2N，图 3（中）考查拟线形依赖关系

M = 3
2N logN，而在下图中，我们使用 M = 0.3N log3N。

首先可以看出，所测试的三种抽样方法具有非常相似的表现。即，拟线性的依赖关系（log-线性，

中图和下图）使得条件数得到良好的控制，并且对于 M = 0.3N log3N 情形，条件数随多项式阶数呈

下降趋势。然而，线性的依赖关系（上图）使得条件数随着多项式阶数的增长而增长。另外，在前两幅

图中，Weil样本稍逊于随机样本（但基本和随机样本的上界吻合），然而，我们已经说明，Weil样本作

为确定样本，可以得到非概率意义下的数值分析结果。另外可以看出，log-线形依赖关系已经很好的

控制了条件数的增长，因此，文献 [85]提供了很精确（Sharp）的估计结果，而文献 [76,79]中的估计结

果也许存在很大的改进空间。

接下来我们测试算法的收敛性，并采用以下的函数 u(Z) = exp−
∑d

i=1 ciZi 作为测试函数，其中

{ci} 是随机产生的一些常数。我们将呈现 L∞ 范数意义下的逼近误差，这将通过计算在 2000 个随机

生成的样本点上的误差得到。在图 4 中，我们给出了二维完全多项式空间的逼近性质，即随着多项式

阶数 k 增加，逼近误差的表现。左图考虑的是 Chebyshev 分布，使用 Chebyshev 多项式作为基函数。

右图中，我们考虑均匀分布的情形，相应的基函数是 Legendre 多项式。注意，在这种情况下，如果我

们使用“Chebyshev”类型样本（随机 Chebyshev 样本，Weil 样本，随机选取的 Chebyshev 高斯点），

需要计算加权的离散最小二乘投影。我们使用在应用中比较实际的线性依赖关系，即 M = cN。从图

中可以看出，线形的依赖关系使得算法随着多项式阶数的增加达到指数收敛的效果，收敛误差达到了
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机器精度。然而，需要指出的是，收敛性的恶化（Blow Up）也许会在更高的多项式阶数以后出现。

注4 以上的数值结果表明，拟线形的依赖关系 M ∼ N logN 似乎可以保证算法的稳定性。这从

一定程度上说明，我们介绍的关于Weil样本的稳定性分析仍然很粗糙，并没有达到最优。这个问题实

际上可以转化为一个“初等问题”：考虑由Weil样本（4.9）以及 Chebyshev基函数所形成的设计矩阵

Â，如何证明定理 5 在条件 M ∼ N logN 下成立？事实上，这个结论已经在数值试验中得到验证，但

目前所采用的矩阵元素的估计和圆盘定理也许都不是最好的选择。并且，在 Weil 样本的框架下，对

于加权最小二乘的稳定性分析仍然空白，因为由于基函数的更换，我们似乎无法再使用 Weil 定理对

矩阵的元素进行估计，这也是一个值得思考的课题。另外，关于随机样本的证明结果 M ∼ N
ln 3
ln 2 也有

一定的改进空间。

5 压缩感知方法

压缩感知是近来国际上热门的研究方向，并且已经被应用于多个领域，比如医学成像、图像处

理等等 [88-92]。压缩感知的主要思想为：利用信号稀疏性的特征，通过尽量少的观测信息恢复信号。

在我们讨论的框架下，这意味着样本点的数量少于多项式逼近空间的自由度（M < N）。压缩感知试

图寻找“稀疏解”，在 UQ 应用中，这要求所求解的问题在多项式逼近空间有着稀疏展开（或展开系

数只有一小部分起重要作用），幸运的是，很多 UQ 实际问题包括模型问题（2.15）都满足这一要求

[33,35,93]。

我们接下来讨论基于压缩感知工具的随机配置方法，寻求未知系数 c的稀疏逼近，一个自然的想

法是求解以下优化问题：

P0 : min ||c||0 s. t. Ac = u, (5.1)

其中 ||c||0 : #{α : ĉα ̸= 0} 是向量 c 非零元素的个数。在通常情况下，上述优化问题 P0 的求解并不

平凡，事实上，P0 是一个 NP 完全问题。为了突破这个瓶颈，研究者提出了许多解决方案。比如，将

上述的优化问题 P0 凸化，寻求 ℓ1-范数最小意义下的稀疏解 c，即

P1 : min ||c||1 s. t. Ac = u, (5.2)

其中||c||1 就是通常的 ℓ1-范数。优化问题 P1 可等价描述为线形规划，求解相对简单。并且，可以证

明，如果矩阵 A 满足某种条件，比如 RIP 条件（我们将在后面讨论），那么问题 P0 和问题 P1 等价

[88,89]。

在实际应用中，为了考虑截断误差或数据的噪声误差影响，可以把上述的优化问题转化成以下的

优化问题（Basis Pursuit Denoising）：

Pi,ε : min ||c||i s. t. ||Ac− u||2 6 ε, i = 0, 1.

在接下来的讨论中，我们将只考虑 ℓ1 优化问题（5.2）。为了方便描述，我们首先定义对 v ∈ RN

在 ℓp-范数意义下的最佳 s 项逼近

σs,p(v) = inf
||y||06s

||y − v||p (5.3)

显然，如果 v 是 s-稀疏的（或者说，稀疏度是 s），即 ||v||0 6 s，那么有 σs,p(v) = 0。令 A 是一个

M ×N 矩阵，我们给出定义：
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如果存在正常数 δs < 1，使得对稀疏度不高于 s 的任何向量 c ∈ RM 都成立下式：

(1− δs)||c||22 6 ||Ac||22 6 (1 + δs)||c||22, (5.4)

我们称矩阵 A 是以 δs 为 RIP（Restricted Isometry Property）常数的 s-阶 RIP 矩阵。

对 RIP 矩阵，成立如下结果 [88]：

引理 1 如果 A ∈ RM×N 的 s-阶 RIP 常数满足 δs 6 0.307。对于一个给定的 c̃ ∈ RN，令 c# 是

以下 ℓ1-优化问题的解

c# = argmin ||c||1 s. t. Ac = Ac̃. (5.5)

那么成立以下的估计

||c# − c̃||2 6 C
σs,1(c̃)√

s
, (5.6)

其中 C > 0 是一个依赖于 δs 的常数。特别的，如果 c̃ 是 s 稀疏的，我们有c# = c̃。

5.1 随机抽样

根据前面的讨论可以看出，如何选取样本使得设计矩阵具有良好性质（比如 RIP 性质），是压缩

感知算法的一个关键问题，这和离散投影方法类似，。在压缩感知的研究中，我们知道，可以通过随

机抽样的方法构造良好的 RIP矩阵，参考文献 [88-90,92,94]。然而，上述文献都针对稀疏 Fourier展开

的重构。在 UQ 的计算中，我们更关心一般的代数多项式基函数，比如 Legendre 多项式，Chebyshev

多项式等等。最近，许多研究者将压缩感知的思想应用于 UQ 的计算之中，使用随机抽样方法，取得

了一定的成功，[95,96]。相关的理论研究工作也开始展开，文献 [97] 研究了对一维稀疏 Legendre 多项

式的重构算法，文献 [97] 以RIP 矩阵及逼近论中有界正交多项式系统为根基：

引理 2 令 {ϕn}n 是一个以 ρ 正交的有界正交基函数系统，且

sup
n

||ϕn||∞ = sup
n

sup
z

|ϕn(z)| 6 L, (5.7)

其中 L > 1。令 A ∈ RM×N 为设计矩阵，它的元素满足
{
an,m = ϕn−1(zm)

}
16n6N,16m6M

，其中

{zm}Mm=1 是使用测度 ρ 所产生的随机样本。如果样本数量满足

M > Cδ−2L2s log3(s) log(N), (5.8)

那么正规化的设计矩阵 1√
M
A的 s -阶 RIP常数 δs 以高概率 1−N−γ log3(s) 满足 δs 6 δ。其中 C, γ > 0

是绝对常数。

由上述引理，文献 [97] 给出了关于一维稀疏 Legendre 多项式的重构结果：

定理 7 （Rauhut & Ward, [97]）考虑一维 Legendre 多项式 {Ln} 的设计矩阵 A ∈ RM×N，其元

素满足 {
am,n = Ln(zm)

}
16n6N,16m6M

,

令 W 为对角矩阵，其对角元素满足 {wm,m = (π/2)−1/2(1 − z2m)1/4}16m6M，其中 {zm}16m6M 是由

Chebyshev 测度产生的随机样本。令 u(z) =
∑N

n=1 ĉnLn 是一个任意的多项式函数。如果样本数量满

足

M > Cs log3(s) log(N), (5.9)
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那么通过计算以下的 ℓ1-优化问题

c# = argmin ||c||1 subject to WAc = WAc̃. (5.10)

我们能够以高概率1−N−γ log3(s) 在最佳 s 项逼近的意义下重构 c̃ = (ĉ1, ..., ĉn)，即

||c# − c̃||2 6 Cσs(c̃)1√
s

. (5.11)

其中 C, γ > 0 是绝对常数。特别的，如果 c̃ 是 s 稀疏的，我们可以得到精确的重构。

注意，在上述定理中，虽然我们考虑的是 Legendre 逼近（相关的测度是均匀测度），但使用了

通过 Chebyshev 测度产生的随机样本（并没有使用均匀测度产生得样本），并设计了一个预条件的

ℓ1-优化问题。这是受正交多项式的性质启发，因为我们知道，Legendre 多项式并不是一致有界的

（maxz |Ln(z)| ∼
√
n），然而，Chebyshev多项式满足一致有界的条件，并且，如下的估计成立 [98,100]:

引理 3 对于任意的 n > 1 和 z ∈ [−1, 1]，有

(1− z2)1/4|Ln(z)| 6
2√
π

√
1 +

1

2n
. (5.12)

也就是说，经过上述变换的 Legendre 多项式是一致有界的。因此，以引理 2 为出发点，在定理 7

中，我们使用了 Chebyshev 随机样本及相关的预条件矩阵 W。并且，数值表明，Chebyshev 随机样

本比均匀分布的样本有更好的表现 [97]。

上述结果是针对于一维问题给出的，文献 [99]将上面的结果推广到了高维情形，我们首先给出文

献 [99] 的主要定理，然后再加以讨论：

定理 8 （Yan, Guo & Xiu, [99]）假定 {ϕn}Nn=1 是完全多项式空间的 Legendre基函数。令 u(Z) =∑N
n=1 ĉnϕn 是一个任意的多项式函数。考虑 Legendre 设计矩阵 A ∈ RM×N，它的元素满足{

an,m = ϕn(zm)
}
16n6N,16m6M

,

其中的样本点 {zm}16m6M 是通过均匀测度产生的随机样本。如果

M > 3ks log3(s) log(N), (5.13)

那么通过计算 ℓ1-优化问题（5.5），能够以高概率 1 − N−γ log3(s) 在最佳 s 项逼近的意义下重构 c̃ =

(ĉ1, ..., ĉn)。如果 c̃ 是 s 稀疏的，可以得到精确的重构。

如果考虑预条件矩阵W，其元素满足

wm,m =

d∏
q=1

(π/2)−1/2(1− (zqm)2)1/4, m = 1, ...,M,

并且使用通过 Chebyshev 分布产生的随机样本 {zm}16m6M，且如果

M > 2ds log3(s) log(N), (5.14)

那么我们可以通过求解预条件的 ℓ1-优化问题（5.10），以高概率 1 −N−γ log3(s) 在最佳 s 项逼近的意

义下重构 c̃ = (ĉ1, ..., ĉn)。如果 c̃ 是 s 稀疏的，我们可以得到精确的重构。
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定理 8 既考虑了均匀抽样的重构性质，也考虑了通过 Chebyshev 抽样（预条件的优化问题）的重

构性质。并且容易看出，在高维情形下，即 d≫ k，预条件的 Chebyshev ℓ1-优化也许没有直接的 ℓ1-优

化算法高效，因为此时我们有 2d > 3k。这和低维问题（比如一维）有很大的不同，在一维的情形，预

条件的 Chebyshev ℓ1-优化比直接的ℓ1-优化算法高效的多 [97]。

最后我们指出，随着压缩感知算法的快速发展，出现了很多改进的 ℓ1-优化算法，这些算法同样

可以应用到 UQ 的计算之中，感兴趣的读者可以参见 [101]。

5.2 确定性抽样

虽然随机抽样在压缩感知的算法中非常流行，然而，在实际应用中，确定性抽样方法在存储及

工程设计中都有一定的优势。目前关于确定性抽样的工作，同样主要集中在重构稀疏的傅立叶展开

[102-105]。对于 UQ计算中关心的代数多项式，比如 Chebyshev多项式，确定性抽样的结果非常稀少。

文献 [81] 中考虑使用 Weil 样本来重构稀疏的 Chebyshev 多项式。通过分析设计矩阵的列相干性

质，证明了 ℓ1-优化可以重构任意 s 稀疏的 Chebyshev 多项式，即：

定理 9 （Xu & Zhou, [81]）假设 u =
∑

α∈Λ cαϕα 是 P (Λ) 中的任意的 Chebyshev 多项式函数，

c是相应的展开系数，其中 P (Λ)是任意的向下封闭多项式空间，比如张量空间或者完全多项式空间，

Λ 是相应的多重指标集合。如果M > C(Λ)s2 是产生 Weil 样本使用的素数，假设 c# 是相关稀疏优

化问题（5.2）的解（基于 Chebyshev 基函数和 Weil 样本），那么成立如下估计：

∥c# − c∥2 . σs,1(c)√
s

.

注意，相比于随机抽样的理论分析结果，平方依赖关系M > C(Λ)s2 显然不令人满意。这个瓶颈也出

现在其他确定性抽样方法中，比如重构稀疏傅立叶展开 [104]。不过，我们将在后面的数值例子中说

明，确定性抽样方法和随机抽样方法具有同样的数值表现。Weil 样本的有效性并不令人惊讶，因为

Weil 样本渐进的服从 Chebyshev 分布（定理 4）。并且，文献 [81] 介绍了预条件的 ℓ1 优化算法，使得

可以使用 Weil 来处理不同类型的稀疏多项式，具体细节可以参见 [81]。

5.3 结构随机样本

在压缩感知的应用中，同样存在一种介于确定性样本与随机样本之间的选择：结构随机样本。与

确定性样本相比, 结构随机样本多了些随机性，使得我们可以证明其相关的结构随机矩阵具有较好的

RIP 性质，同时，结构随机样本形成的结构随机矩阵的随机性较弱，一般仅具有行向量随机。更为重

要的是, 在很多实际应用中, 已知的观测矩阵通常为一结构随机矩阵，比如部分 Fourier 矩阵，参见

[90,94]。

在 UQ 的计算框架下，结构随机样本指的是使用随机选取一部分高斯求积节点（注意，高斯求积

节点是由多项式空间决定的确定性样本），如同离散投影算法。我们不过多重复细节，感兴趣的读者

可以参见 [106]。下一节中，我们将最后通过数值算例给出结构随机样本的数值表现。

5.4 数值算例

接下来，我们提供一些简单的数值算例，来验证基于压缩感知的随机配置方法的数值表现。为

了简便，我们将目标函数取做稀疏多项式，即 u =
∑

α ĉαϕα，并观察在使用不同抽样方法（随机抽

样，Weil 样本，结构随机样本）时 ℓ1-优化算法的数值表现。我们将同样测试预条件的 ℓ1-优化算法。

24



中国科学 : 数学 评审中稿件

5 10 15 20 25 30 35 40
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Sparsity level

R
ec

ov
er

y 
pr

ob
ab

ili
ty

d=2, TD, k=30, M=161

Random
Gaussian
Weil points

5 10 15 20 25 30 35 40
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Sparsity level

R
ec

ov
er

y 
pr

ob
ab

ili
ty

d=2, TD, k=35, M=161

Conditioned Chebyshev
Conditioned Gaussian
Conditioned Weil points
Uniform random points

图 5 随着稀疏度 s 增长，重构概率的变化（d = 2）。左图：稀疏 Chebyshev 多项式。右图：稀疏

Legendre 多项式。

我们首先固定一个稀疏度 s，注意 s < N，然后随机产生 s 个非零系数，并令其他的展开系数为

0，从而得到一个 s 稀疏的多项式（目标函数）。上面的过程将重复 200 次，并使用 ℓ1 优化算法对多

项式进行重构，记录重构的概率。重构成功的标准定为 ∥c# − c̃∥∞ 6 10−3。对于 ℓ1-优化问题的计算，

我们使用现成的应用程序 SPGL1 [107]。

首先考虑一个低维算例：二维的完全多项式空间。在图 5（左）中，我们考虑稀疏 Chebyshev 多

项式的重构，其中多项式阶数是 k = 20，所使用的样本点的个数固定为 M = 74。图中呈现了随着稀

疏度 s 增加，算法重构多项式的成功概率。可以看出，重构概率从 1 变为 0 。三种抽样方法（随机抽

样，Weil样本，结构随机样本）具有相似的数值表现。在图 5（右）中, 我们考虑稀疏 Legendre多项式

的重构，相关的参数为 k = 35 和 M = 66。注意，在数值试验中，对于 Weil 样本（△），Chebyshev 随

机点（◦）和随机抽取的 Chebyshev 高斯点（∗），我们需要计算预条件的 ℓ1 优化算法。我们同时测试

了均匀随机样本（�）的数值表现。可以看出，在这个低维的测试中，使用预条件的算法稍微优于直接
的 ℓ1 优化算法（即直接使用均匀样本），这和 [97] 中的理论结果一致。

接下来我们进行较高维数的测试（d = 20），我们仍然考虑完全多项式空间。在图 6（左）中，我们

考虑稀疏 Chebyshev 多项式的重构，多项式阶数是 k = 3，我们固定样本个数为 M = 169。同样，三

种抽样方法具有一致的数值表现。在图 6（右）中，我们考虑稀疏 Legendre 多项式的重构，相关的参

数为 k = 4 和 M = 99。注意，对于 Weil 样本（△），Chebyshev 随机点（◦）和随机抽取的 Chebyshev

高斯点（∗），我们同样需要计算预条件的 ℓ1 优化算法。我们同时测试了均匀随机样本的（�）的数值
表现（无需预条件）。可以看出，在这个高维的测试中，无需预条件的均匀随机样本的表现远优于预条

件的算法，这和 [106] 中的理论结果一致（定理 7），实际上，我们有 3k ≪ 2d。另外，我们注意到，在

预条件的框架下，结构随机抽样（Chebyshev 高斯点 ∗）较其他的抽样方法具有一定的优势。

6 高维插值

这一节中，我们讨论高维插值问题，为了适应实际需求，我们希望可以使用任意个数，任意分布
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图 6 随着稀疏度 s 的增长，重构概率的变化（d = 20）。左图：稀疏 Chebyshev 多项式。右图：稀疏

Legendre 多项式。

的插值节点。我们知道，当 d = 1 时，任意不同的 M + 1 个节点可以唯一确定一个 M 阶多项式。然

而 d > 2 时，基于任意节点的插值是一个非常有挑战的问题。

6.1 最小插值（Least interpolation）

首先，我们简单介绍“最小插值”方法，注意，这里我们要求 M = N。我们关心的问题是：对于任

意 N 个不同的高维空间配置点 {z1, ..., zN} 及函数值信息 {un = u(zn)}Nn=1 ，如何找到多项式 p(Z)，

满足

p(zn) = un, n = 1, ..., N. (6.1)

或者说，求解模型问题

Ac = u. (6.2)

对于一维多项式插值（d = 1），相关结果比较完备：任意 N 个不同的配置点可以唯一决定一个 N − 1

阶多项式。并且我们知道，高斯点具有最高的代数精度和良好的插值稳定性。

然而，高维多项式插值与一维插值完全不同。首先，任意 N 个不同配置点的多项式插值未必唯

一，比如考虑二维空间（d = 2），z1 = (0, 0) ∈ R2 和 z2 = (1, 1) ∈ R2，且 u1 = 0, u2 = 1，显然，存在

无穷多个阶数为 1 的多项式满足插值条件。另外，对于高维插值问题，在未明确配置点的位置之前，

无法准确确定插值多项式的阶数。比如仍然考虑二维空间，一阶多项式有 3 个自由度（1, Z1, Z2），然

而，并非任意 3 个不同的配置点都可以确定一阶多项式，比如 zn = (n, n) ∈ R2, n = 1, 2, 3，实际上，

我们可以找到唯一的二阶多项式，满足此插值条件。

可见，高维插值问题是相当不平凡的。除了基于一维插值的张量型插值，相关的结果非常稀少。

文献 [108,109] 引入了“最小插值”的概念，来处理高维插值问题。近年来，文献 [110,111] 将这个框架

推广到 UQ 的计算之中。注意，在 UQ 的框架下，我们希望找到由 ρ(Z) 确定的多项式逼近，即

p(Z) ∈ Pd , span{ϕα, α ∈ Nd
0 }. (6.3)
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其中 ϕα 由（3.2）定义。我们假定 {ϕα}α∈Nd
0
构成 L2

ρ(Γ) 空间的完备正交基，这意味着对于任意的函

数 u(Z) ∈ L2
ρ(Γ) 成立

u =
∑
α∈Nd

0

ûαϕα, (6.4)

其中

ûα = ⟨u, ϕα⟩ρ =

∫
Γ

ρ(Z)ϕα(Z)u(Z)dZ. (6.5)

对于任意的 k ∈ N0，定义投影算子 Pk

Pku =
∑

∥α∥6k

ûαϕα, (6.6)

对于任意的配置点 z ∈ Γ，我们形式上定义如下的广义函数

δz(·) =
∑
α

ϕα(z)ϕα, (6.7)

并定义对多项式函数的操作（具体参见 [108]）

δ∗z(u) , ⟨δz, u⟩ρ =
∑
α

ûαϕα(z) = u(z), ∀u ∈ Pd. (6.8)

关于 δz，成立以下引理 [110]：

引理 4 对于 d 维空间中 N 个不同的配置点 Z = {z1, ..., zN}，定义空间

δ(Z) = span{ δzn , n = 1, ..., N. }, (6.9)

则空间 δ(Z) 的维数是 N，且 δzn 构成空间的一组基。

对于 u(Z) ∈ L2
ρ(Γ)，我们定义“最小阶数”投影算子 u↓,ρ

u↓,ρ , Pku, k = min{j : Pju ̸= 0}. (6.10)

这个定义是原始定义 [108,109] 的推广，在 [108,109] 中，u↓,ρ 给出函数 u 在原点的泰勒展开中非零的

最小多项式阶数项。注意，算子 u↓,ρ 是依赖于 ρ的。比如，考虑一维情形，Γ = (−1, 1)，令 f = sin(πz)。

如果 ρ = 1/2（对应均匀测度），那么 u↓,ρ = (3/π)z（k = 1）；如果 ρ = (1 + z)/2（对应 beta 测度），

那么 u↓,ρ = 1/π（k = 0）。

接下来，定义空间 δ(Z) 的最小阶数投影

δ(Z)↓,ρ = span{ f↓,ρ, f ∈ δ(Z) }. (6.11)

对于空间 δ(Z)↓,ρ，以下结论成立：

定理 10 （Narayan & Xiu, [110]）空间 δ(Z)↓,ρ 的维数是 N，且空间中存在唯一的多项式 p(Z)，

使得

p(zn) = un, n = 1, ..., N. (6.12)

定理 10表明，通过上面的操作，我们找到了对于 N 个任意不同样本点信息的唯一可解多项式空

间。即存在 Lagrange 插值基函数 ℓn(Z) ∈ δ(Z)↓,ρ，使得

p(Z) =
N∑

n=1

unℓn(Z), ℓn(zm) = δn,m. (6.13)
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注意，这些 Lagrange 插值基函数并没有显示的表达式，然而， {ℓn} 与基函数 {ϕn} 的表达关系可以
通过一系列基本的数值代数操作来实现，我们这里不再介绍具体细节，感兴趣的读者可以参见 [108]。

上面的讨论给出了高维空间中，对于任意分布配置点的一种多项式插值策略。这个策略引入了一

般的测度 ρ，当 ρ 是高斯测度时，上面的最小阶数插值退化为文献 [108,109] 中介绍的多项式插值。同

时，我们注意到，配置点的位置实际上决定了多项式插值空间。最后，我们提出一个更接近于实际应

用的问题：自适应选择插值节点，即假设我们已经使用了 N − 1个配置点进行插值，那么，第 N 个配

置点应该如何选取？

6.2 径向基插值

我们注意到，上面介绍的最小插值工具可以使用无结构的节点，即可以寻求在任意数量和任意位

置节点上的多项式插值。经典的径向基函数（Radiu Basis Function，RBF）插值同样满足这个“无结

构”的需求 [136]。

径向基函数 ϕ : Rd → R 是一个仅依赖于距离 ∥z∥ 的函数，即 ϕ(z) = ϕ(∥z∥)，其中 ∥ · ∥ 是欧几里
得距离。RBF 插值思想就是考虑

uN (z) =

M∑
j=1

cjϕ(∥z − zj∥), (6.14)

其中 {zj}Mj=1 是一组任意的插值节点。其中的系数 {cj}Mj=1 可以由下面的方程确定

u(zk) = uN (zk) =
M∑
j=1

cjϕ(∥zk − zj∥), k = 1, ...,M. (6.15)

在 UQ 的框架下，我们关心 z 是服从某种分布的随机参数，假设其密度函数是 ρ(z)，因此，我们希望

寻求在以 ρ(z) 为权函数意义下的逼近，即 ∥u− uN∥ρ。自然，我们关心以下问题：

• 如果插值节点允许选择，如何选取最优的插值节点？插值节点是否需要考虑相应的分布信息 ρ(z)？

• 如何选取有效的径向基函数？同样，是否需要考虑相应的分布信息 ρ(z)？

• 最后，我们仍然关心插值算法的稳定性和收敛性。

在无结构节点的框架下，虽然 RBF 看似是一个完美的工具，但其在 UQ 中的应用并不广泛，目前的

工作主要停留在数值试验的层面，比如使用随机点，QMC，CVT点进行径向基差值 [137]。然而，相关

的数值分析结果几乎空白，这也许是一个值得关注的研究课题。

7 相关课题: 正倒向随机微分方程数值方法

从前面的讨论我们可以看出, 高维逼近算法是 UQ 计算中的一个核心问题。我们既介绍了经典的

Galerkin 投影方法和离散投影方法，也介绍了新兴的最小差值方法和压缩感知方法。抛开 UQ 研究以

及逼近论本身，高维逼近在许多其他研究方向中扮演着重要的角色，比如计算统计，计算金融等等。

接下来，我们以正倒向随机微分方程的数值方法为例，再次阐述高维数值逼近方法的重要性。

作为随机控制问题里的伴随方程，Bismut 在 1973 年 [112] 首次引入了线性倒向随机微分方

程（Backword stochastic differential equations, BSDEs）的概念，并证明了解的存在唯一性。1990
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年，Pardoux 和 Peng [113] 解决了一般形式的非线性倒向随机微分方程解的存在唯一性，这一重要

研究成果奠定了倒向随机微分方程的理论基础。此后，倒向随机微分方程在诸多研究领域取得了重

要应用，比如随机最优控制 [114-116]，对策论 [117,118]，偏微分方程理论 [119,120]，金融数学 [121]

等等。倒向随机微分方程的理论已经成为概率论及随机分析的一个重要分支，并且，倒向随机微分方

程本身也被推广到更一般的情形，比如正倒向随机微分方程（Forward backword stochastic differential

equations, FBSDEs），带跳的正倒向随机微分方程等等。

在介绍正倒向随机微分方程的数值计算方法之前，我们首先介绍基本的数学符号：(Ω, P,F)表示

完备的概率空间，其中 Ω 是事件空间，P 是概率测度，F 是 σ-域（σ-代数）。令 (Wt)t>0 为定义在概

率空间 (Ω, P,F)上的 d-维布朗运动（Brownian motion）。我们用 Ft 来表示由布朗运动 {Ws, s 6 t}所
产生的 σ-域流:

Ft = σ{Ws, 0 6 s 6 t}.

我们记 (Ω, P, {Ft}t>0,F) 为完备的域流概率空间。

对定义在概率空间 (Ω, P,F)中的随机变量 X，我们用 E[X]表示其数学期望，用 Et[X] = E[X|Ft]

表示其在信息流 Ft 下的条件数学期望。对 p > 1, 我们用 Lp = Lp
F (0, T ;Rm)表示取值于 Rm、关于Ft

适应的随机过程集合，且该集合中的过程 Xt 满足

∥Xt∥Lp =

(∫ T

0

E[|Xt|p]dt

) 1
p

<∞.

在完备域流概率空间 (Ω, P, {Ft}06t6T ,F) 中，正倒向随机微分方程具有以下形式：

xt =x0 +

∫ t

0

b(s, xs, ys, zs)ds+

∫ t

0

σ(s, xs, ys, zs)dWs,

yt =ξ +

∫ T

t

f(s, xs, ys, zs)ds−
∫ T

t

zsdWs,

(7.1)

其中 x0 ∈ F0，ξ ∈ FT，Wt 是标准 r-维布朗运动，b: Ω × [0, T ] × Rd × Rm × Rm×r → Rd、σ:

Ω × [0, T ] × Rd × Rm × Rm×r → Rd×r、f : Ω × [0, T ] × Rd × Rm × Rm×r → Rm 是给定的函数。xt ∈
Rd，yt ∈ Rm 和zt ∈ Rm×r 是待确定的随机过程。注意本文中关于布朗运动 Ws 的积分都是 Itô 型积

分。

我们称随机过程 xt, yt 和 zt 是正倒向随机微分方程(7.1)的解,如果它们满足方程，且这些随机过

程是关于域流适应的、平方可积的（属于 L2 空间）。如果 (7.1) 中的 b 和 σ 不依赖于 yt 和 zt , 我们

称 FBSDEs (7.1) 是非耦合的。当 b 和 σ 依赖于 yt 但不依赖于 zt 时, 我们称 FBSDEs (7.1) 为弱耦合

的。Pardoux 和 Peng 在标准假设下，给出了以下非耦合的 FBSDEs 解的存在唯一性 [113]：
xt = x0 +

∫ t

0

b(s, xs)ds+

∫ t

0

σ(s, xs)dWs,

yt = φ(XT ) +

∫ T

t

f(s, xs, ys, zs)ds−
∫ T

t

zsdWs, t ∈ [0, T ],

(7.2)

并且，若 b(s, x)，σ(t, x)，f(t, x, y, z) 和 φ 都是确定性函数，则在一定的光滑性条件下，正倒向随机微

分方程 (7.2) 的解 (yy, zt) 可以表示成

yt = u(t, xt), zt = ∇xu(t, xt)σ(t, xt), (7.3)
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其中 u = u(t, x) 是以下抛物型偏微分方程在经典意义下的解：

∂u

∂t
+

1

2

d∑
i,j=1

ai,j
∂2u

∂xi∂xj
+

d∑
i=1

bi
∂u

∂xi
+ f(t, x, u,∇uσ) = 0, u(T, x) = φ(x), (7.4)

其中 u(T, x) = φ(x)，a = σσ∗。表达式 (7.3)被称为非线性 Feyman-Kac公式 [117]。非线性 Feyman-Kac

公式深刻地揭示了正倒向随机微分方程的解和拟线性抛物型偏微分方程的解之间的联系。这种联系

也促进了正倒向随机微分方程和偏微分方程的交叉研究。

7.1 正倒向随机微分程的离散方法

一般情况下，正倒向随机微分方程 (7.1) 的解并没有解析表达式，因此，数值求解正倒向随机微

分方程成为近年来的活跃方向 [122-124]，随着越来越多学者的参与，正倒向随机微分方程数值方法的

研究取得了一定的突破，比如蒙特卡洛回归迭代方法 [125]，基于偏微分方程的方法 [126,127]，积分离

散方法 [128-131]，导数逼近格式 [132，133]等等。接下来，我们通过介绍一个简单的高阶数值格式，来

介绍数值求解正倒向随机微分方程的基本思想，并阐述高维逼近方法在其中扮演的重要角色。

我们首先将时间求解区间 [0, T ] 进行抛分

0 = t0 < t1 < · · · < tN−1 < tN = T,

并记 ∆tn = tn+1 − tn，∆t = maxn ∆tn，以及 ∆Wn+1 =Wtn+1
−Wtn。

考虑非耦合的正倒向随机微分方程 (7.2)，我们有

ytn = ytn+1 +

∫ tn+1

tn

f(r, xr, yr, zr)dr −
∫ tn+1

tn

zrdWr. (7.5)

对上式两端取条件数学期望 Et[·] 可以得到

ytn = Et[ytn+1 ] +

∫ tn+1

tn

Et[f(r, xr, yr, zr)]dr. (7.6)

进一步，将 (7.5) 式两边同乘 ∆Wn+1，然后两边取条件数学期望 Et[·] 可以得到

0 =Etn [ytn+1(∆Wn+1)
⊤] +

∫ tn+1

tn

Etn [f(r, xr, yr, zr)(∆Wn+1)
⊤]dr

− Etn [

∫ tn+1

tn

zsdWs(∆Wn+1)
⊤]. (7.7)

由解的适应性、布朗运动的性质以及 Itô 等距公式，上式变为

0 =Etn [ytn+1(∆Wn+1)
⊤] +

∫ tn+1

tn

Etn [f(r, xr, yr, xr)(∆Wtn,r)
⊤]dr −

∫ tn+1

tn

Etn [zr]dr, (7.8)

其中 ∆Wtn,r =Wr −Wtn。

等式 (7.7)和 (7.8)中的被积分函数在信息流 Ftn下是 r 确定性函数。我们引入如下的求积公式：∫ tn+1

tn

Ex
tn [f(s, xs, ys, zs)]ds
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= θ1∆tnf(tn, x, ytn , ztn) + (1− θ1)∆tnEx
tn [f(tn+1, xtn+1 , ytn+1 , ztn+1)] +Rn

y , (7.9)

其中 θ1 ∈ [0, 1]，Rn
y 是求积公式引入的误差项。将（7.9）带入（7.7）得到

ytn =Ex
tn [ytn+1 ] + θ1∆tnf(tn, x, ytn , ztn)

+ (1− θ1)∆tnEx
tn [f(tn+1, xtn+1 , ytn+1 , ztn+1)] +Rn

y . (7.10)

同理，对关于 zt 的方程，我们可以得到

−Ex
tn [ytn+1∆W

⊤
n+1] =(1− θ2)∆tnEx

tn [f(tn+1, xtn+1 , ytn+1 , ztn+1)∆W
⊤
n+1]

− {(1− θ3)∆tnEx
tn [ztn+1 ] + θ3∆tnztn}+Rn

z , (7.11)

对于正向方程，我们以欧拉格式进行离散，得到

xn+1 = xn + b(tn, x
n)∆tn + σ(tn, x

n)∆Wn. (7.12)

假设我们关心 (yt, zt) 在一系列空间网格 Θh ⊂ Rd 上的值。基于上面的讨论，我们可以给出以下求解

非耦合的 FBSDEs 的格式（θ-格式）：

给定终端条件，∀x ∈ Θh，求解关于 x 随机变量 yn 和 zn (n = N − 1, N − 2, . . . , 1, 0)

xn+1 = xn + b(tn, x
n)∆tn + σ(tn, x

n)∆Wn

yn = Ex
tn [y

n+1] + θ1∆tnf(tn, x, y
n, zn)

+ (1− θ1)∆tnEx
tn [f(tn+1, x

n+1, yn+1, zn+1)],

−Ex
tn [y

n+1∆W⊤
n+1] = (1− θ2)∆tnEx

tn [f(tn+1, x
n+1, yn+1, zn+1)∆W⊤

n+1]

− {(1− θ3)∆tnEx
tn [z

n+1] + θ3∆tnz
n},

其中 (yn, zn) 代表 (yt, zt) 在时间 tn 的数值逼近解。

注意到，在求解过程中，我们需要对一系列条件期望进行逼近。以 Exi
tn [y

n+1], xi ∈ Θh 为例，根据

条件数学期望的定义，我们有

Exi
tn [y

n+1] =

(
1√
π

)d ∫
Rd

Y n+1
(
xi + b(tn, xi)∆tn +

√
2∆tσ(tn, xi)u

)
e−∥u∥2

du. (7.13)

其中 u = (u1, ..., ud)
⊤。也就是说，我们需要处理一系列在 Rd 上的高维积分。假设我们可以使用某种

高维求积公式对条件期望进行数值逼近，一般情况下，由于正向方程离散格式的影响，在处理高维积

分时，我们需要若干非网格点上的函数信息，这又需要进行 Rd 上的高维插值。

因此，高维插值和数值求积在正倒向随机微分方程的求解中扮演着重要角色，在每个时间层的网

格点 xi ∈ Θh 上，我们都要重复的进行高维数值求积和高维插值的运算，这给倒向随机微分方程的快

速求解带来了巨大的挑战。如何能够较精确快速的处理高维数值求积和高维插值，是求解正倒向随机

微分方程的一个核心问题。

在上面的讨论中，我们谨以简单的数值格式阐述高维逼近在求解正倒向随机微分方程中的重要

性。更多关于求解正倒向随机微分方程的高阶数值格式可以参见前面提到的文献。特别的，我们需要

指出，为了寻求高阶数值逼近格式，通常需要对正向方程进行高阶离散，这给求解带来很大的困难。

最近，文献 [132] 介绍了一种基于导数逼近的方法，巧妙地避开了这个困难。在 [132] 的数值格式中，
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正向方程仍然使用欧拉格式进行离散，然而，得到的数值解 (yn, zn) 可以达到高精度，这对于实际应

用有巨大好处，因为在金融领域中，人们往往只关心 (yn, zn) 的值。关于该格式的构造细节，感兴趣

的读者可以参见 [132]。

7.2 亟待解决的研究问题

虽然关于正倒向随机微分方程数值方法的研究取得了很快的发展，由于问题的特殊性，还有大量

的问题需要解决，比如：

高维正倒向随机微分方程的求解。 在实际应用中，方程组得规模通常可以达到上百维。这给计

算带来挑战，因为我们需要处理上百维空间的插值和数值求积。另外，跳驱动的正倒向随机微分方程

也在实际问题中有重要应用，最近，一些学者也发现，可以使用跳驱动的正倒向随机微分方程来建模

非局部（non-local）模型 [134]，这也是一个值得关注的课题。

随机最优控制问题。随机最优控制问题 [114-116] 和正倒向随机微分方程有着密切的联系。可以

说，正倒向随机微分方程高阶算法的一个重要应用就是求解随机最优控制问题，然而，由于随机最优

控制问题的复杂性，这方面的研究还非常稀少。

正倒向双重随机微分方程。 正倒向双重随机微分方程 [135] 和博弈论、滤波等问题有密切联系。

通过正倒向双重随机微分方程的科学计算方法研究，提出求解博弈、滤波等问题的高效高精度可靠的

科学计算方法也是一个重要的研究方向。

另外，需要指出的是，本节的讨论仅限于正倒向随机微分方程高阶数值格式。正倒向随机微分方

程理论本身还有大量的重要问题亟待解决。

8 总结

在本文中，我们讨论了 UQ 计算中的高阶方法的设计及其最新的数值分析结果。主要讨论了基

于多项式逼近的方法，在随机配置方法的讨论中，基于高维问题和实际应用灵活性的考虑，我们强调

“无结构”网格的重要性。需要指出，在这种框架下，仍然有许多问题亟待解决。比如在于离散投影算

法中，我们已经看出，目前的数值分析结果和实际应用仍然有一定的距离，在实际应用中，由于计算

资源的限制，一般选取 2-3倍基函数的样本。因此，一个更加实际的问题是：如果我们只能进行 M 次

确定模型的模拟，我们如何在众多的竞争样本中，选取最优的可以进行模拟的 M 个样本？

在本文高阶算法的讨论中，我们并未给出具体的证明细节。这些数值分析结果需要使用数值代

数，谱方法，随机矩阵等许多技巧的结合，在此我们提供几个值得阅读的参考书 [94,100,138-140]。最

后我们强调，本文只讨论了 UQ研究领域的一类问题：带有随机参数输入的数学模型的多项式逼近方

法。然而，UQ 研究还有众多重要问题需要解决。虽然我们无法预测可能的发展趋势，我们仍然尝试

在这里提出几个可能重要的研究方向：

高维问题的降维。 这是一个相当重要的研究方向。因为随机参数的维数直接决定问题的困难程

度。为了降低计算量，提前对随机参数进行敏感性分析是非常必要的，通过敏感性分析，可以确定起

关键作用的一部分随机参数，从而有效的减少计算量。这方面的尝试可以参见 [141-143] 及其中的参

考文献。

光滑性的缺失。 我们已经指出，并不是所有问题的解都连续的依赖于随机参数，典型的例子是

随机双曲问题。对于随机双曲问题，只有在极其特殊的情况下，才能够得到良好的正则型结果。另外，
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流体计算中的许多随机问题，精确解在随机参数空间会产生难以预测的强间断，使得 gPC 方法变得

不可行。一些学者针对这些问题采取了一些新的尝试，比如考虑使用小波基函数作为基底 [144]，或者

采用分片的多项式逼近 [145]，但这些方法都有自身的局限性，可以说，对于光滑性的缺失的随机问题

的计算，仍然是目前 UQ 研究中的一个难题。

认知的不确定性（Epistemic Uncertainty） 我们的所有讨论基于事先了解随机参数的分布信

息。如果失去这个信息，就是通常所说的认知的不确定性，即由于我们对于模型缺乏了解而产生的不

确定性，这种问题常见于工程领域，相关的研究并没有大规模展开（参见 [146-148] 及其中的参考文

献），这也将是一个重要的研究方向。

最后，我们再次强调，由于篇幅限制，我们只提到了 UQ 研究的一部分核心问题，大部分实际应

用问题，比如随机区域问题，数据同化，天气预测，贝耶斯分析等，本文都未涉及。
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École Polytechnique, 2013.

45 F. Nobile and R. Tempone, Analysis and implementation issues for the numerical approximation of parabolic equations

34



中国科学 : 数学 评审中稿件

with random coefficients, Internat. J. Numer. Methods Engrg 80, 979-1006, 2009.

46 D. Xiu and J. Shen, Efficient stochastic Galerkin methods for random diffusion equations, J. Comput. Phys., 228(2009),

pp.266-281.

47 T. Zhou and T. Tang, Note on coefficient matrices from stochastic Galerkin methods for random diffusion equations,

J. Comput. Phys., 229 (2010), pp. 8225-8230.

48 D. Xiu and G.E. Karniadakis, Modeling uncertainty in flow simulations via generalized polynomial chaos. Journal of

Computational Physics, 187 (2003), pp.137-167.

49 D. Gottlieb and D. Xiu, Galerkin method for wave equations with uncertain coeficients, Commun. Comput. Phys.,

3(2008), pp.505-518.

50 D. Xiu, Efficient collocational approach for parametric uncertainty analysis, Commun. Comput. Phys, 2(2007),

pp.293-309.

51 S. Hosder, R.W. Walters, and M. Balch, Efficient Sampling for non-intrusive polynomial chaos applications with

multiple uncertain input variables, Proceedings of the 48th AIAA/ASME/ASCE/AHS/ASC Structures, Structural

Dynamics, and Materials Conference, No. AIAA-2007-1939, Honolulu, HI, April 23-26, 2007.

52 M.S. Eldred. Recent advances in non-intrusive polynomial chaos and stochastic collocation methods for uncertainty

analysis and design. In AIAA, 2009.

53 O.P. Le Maitre and O.M. Knio. Spectral Methods for Uncertainty Quantification. Springer, 2010.

54 X. Wan, G.E. Karniadakis, Long-term behavior of polynomial chaos in stochastic flow simulations, Comput. Methods

Appl. Mech. Engrg. 195 (2006), pp.5582-5596.

55 T. P. Sapsis and P. F.J. Lermusiaux, Dynamically orthogonal field equations for continuous stochastic dynamical

systems, Physica D, 238(2009), pp.2347-2360.

56 T. P. Sapsis, and P.F.J. Lermusiaux, Dynamical criteria for the evolution of the stochastic dimensionality in flows with

uncertainty, Physica D, 241(2012), pp.60-76.

57 Ueckermann, M.P., P.F.J. Lermusiaux and T.P. Sapsis, Numerical schemes for dynamically orthogonal equations of

stochastic fluid and ocean flows. J. Comput. Phys., (233)2013, pp.272-294.

58 M. Cheng, T. Y. Hou, Z. Zhang, A dynamically bi-orthogonal method for time-dependent stochastic partial differential

equations I: Derivation and algorithms, J. Comput. Phys., 242 (2013), pp.843-868.

59 M. Cheng, T. Y. Hou, Z. Zhang, A dynamically bi-orthogonal method for time-dependent stochastic partial differential

equations II: Adaptivity and generalizations, J. Comput. Phys., 242 (2013), pp.753-776.

60 M. Choia, T. P. Sapsis, G. E. Karniadakis, A convergence study for SPDEs using combined Polynomial Chaos and

Dynamically-Orthogonal schemes, J. Comput. Phys., 242 (2013), pp.281-301.

61 T. Sapsis, A. Majda, Statistically Accurate Low Order Models for Uncertainty Quantification in Turbulent Dynamical

Systems, Proceedings of the National Academy of Sciences, 110 (2013), pp.13705-13710.

62 E. Musharbash, F. Nobile and T. Zhou, On the dynamically orthogonal approximation of time dependent random

PDEs, EPFL MATHICSE Report 19-2014, submitted to SIAM J. Sci. Comput., 2014.

63 O. Koch, C. Lubich, Regularity of the multi-configuration time-dependent Hartree approxi- mation in quantum molec-

ular dynamics, ESAIM: M2AN, Vol.41, No.2(2007), pp.315-331.

64 D. Conte C. Lubich, An error analysis of the multi-configuration time-dependent Hartree method of quantum dynamics,

ESAIM: M2AN, Vol.44, 2010, pp.759-780.

65 M. Tatang, Direct incorporation of uncertainty in chemical and environmental engineering systems. PhD thesis, MIT,

1995.

66 E. Novak and K. Ritter, High dimensional integration of smooth functions over cubes, Numer. Math., 75 (1996), pp.

79-97.

67 E. Novak and K. Ritter, Simple cubature formulas with high polynomial exactness, Constructive Approx., 15 (1999),

pp. 499-522.

68 X. Ma and N. Zabaras, An efficient data-driven Bayesian inference approach to inverse problems based on adaptive

sparse grid collocation method, Inverse Problems, Vol. 25, 035013 (27pp), 2009.

69 X. Ma and N. Zabaras, ”An adaptive hierarchical sparse grid collocation algorithm for the solution of stochastic

differential equations”, J. Comput. Phys., 228(2009), pp. 3084-3113.

70 G. Zhang, D. Lu, M. Ye, M. Gunzburger and C. Webster, An adaptive sparse-grid high-order stochastic collocation

method for bayesian inference in groundwater reactive transport modeling, Water Resources Research, Vol. 49(2013),

pp. 6871-6892.

71 P. Binev, A. Cohen, W. Dahmen, and R. DeVore. Universal algorithms for learning theory. i. piecewise constant

functions. J. Mach. Learn. Res., 6(2005), pp.1297-1321.

35



汤涛等: 不确定性量化的高精度数值方法和理论

72 P. Binev, A. Cohen, W. Dahmen, and R. DeVore. Universal algorithms for learning theory. ii. piecewise polynomial

functions. Constr. Approx., 26(2007), pp.127-152.

73 A. Cohen, M. A. Davenport, and D. Leviatan. On the stability and accuracy of least squares approximations. Foun-

dations of Computational Mathematics, 13(5):819-834, 2013.

74 S. Hosder, R. W. Walters, and M. Balch. Point-collocation nonintrusive polynomial chaos method for stochastic

computational fluid dynamics. AIAA Journal, (48):2721-2730, 2010.

75 G. Migliorati, F. Nobile, E. Schwerin, and R. Tempone. Analysis of the discrete L2 projection on polynomial spaces

with random evaluations. Foundations of Computational Mathematics, doi:10.1007/s10208-013-9186-4, 2014.

76 T. Zhou, A. Narayan and Z. Xu, Multivariate discrete least-squares approximations with a new type of collocation

grid, in press, SIAM J. Sci. Comput., 36(5), pp. A2401–A2422, 2014.

77 T. Tang, The Hermite spectral method for Gaussian type functions, SIAM J. Sci. Comput., 14 (1993), pp.594-606.

78 G. Blatman and B. Sudret. Adaptive sparse polynomial chaos expansion based on least angle regression. Journal of

Computational Physics, (230):2345-2367, 2011.

79 A. Chkifa, A. Cohen, G. Migliorati, F. Nobile, and R. Tempone. Discrete least squares polynomial approximation with

random evaluations-application to parametric and stochastic elliptic PDEs. EPFL, MATHICSE Technical Report,

35/2013.

80 T. Tang and T. Zhou. On discrete least square projection in unbounded domain with random evaluations and its

application to parametric uncertainty quantification, SIAM J. Sci. Comput., 36(2014), A2272–A2295.

81 Z. Xu and T. Zhou. On sparse interpolation and the design of deterministic interpolation points, SIAM J. Sci. Comput.,

36(2014), pp. A1752-A1769.

82 A. Weil. On some exponential sums. Proceedings of the National Academy of Sciences of the United States of America,

34(5):204–207, May 1948. PMID: 16578290 PMCID: PMC1079093.

83 R. Srinivasan. Importance Sampling: Applications in Communications and Detection. Springer, August 2002.

84 G. Migliorati and F. Nobile, Analysis of discrete least squares on multivariate polynomial spaces with evaluations in

low-discrepancy point sets, EPFL, MATHICSE Technical Report, 25/2014.

85 Z. Gao and T. Zhou, On the choice of design points for least square polynomial approximations with application to

uncertainty quantification, Commun. Comput. Phys., 16 (2014), pp. 365-381.

86 S.K. Choi, R.V. Grandhi, R.A. Canfield, and C.L. Pettit. Polynomial chaos expansion with Latin hypercube sampling

for estimating response variability, AIAA J., (45):1191-1198, 2004.

87 T. Zhou, A. Narayan, and D. Xiu, Weighted discrete least-squares polynomial approximation using randomized quadra-

tures, submitted to J. Comput. Phys., 2014.

88 E. Candès, J. Romberg, and T. Tao. Stable signal recovery from incomplete and inaccurate measurements. Comm.

Pure Appl. Math., 8(59):1207-1223, 2006.

89 E. Candès and T. Tao. Stable signal recovery from incomplete and inaccurate measurements. IEEE Trans. Inform.

Theory, 12(51):4203-4215, 2005.

90 E. Candès and T. Tao. Near-optimal signal recovery from random projections: universal encoding strategies? IEEE

Trans. Inform. Theory, 12(52):5406-5425, 2006.

91 A. Cohen, W. Dahmen, and R. A. DeVore. Compressed sensing and best k-term approximation. J. Amer. Math. Soc.,

22(2009), pp.211-231.

92 D.L. Donoho. Compressed sensing. IEEE Trans. Inform. Theory, 52(2006), pp.1289-1306.

93 R.A. Todor and C. Schwab. Convergence rates for sparse chaos approximations of elliptic problems with stochastic

coefficients. IMA J. Numer. Anal., 2(27):232-261, 2007.

94 H. Rauhut, Compressive sensing and structured random matrices, in Theoretical Foundations and Numerical Methods

for Sparse Recovery, Fornasier, M. (Ed.) Berlin,New York (DE GRUYTER), pages 1-92, 2010.

95 A. Doostan and H. Owhadi. A non-adapted sparse approximation of pdes with stochastic inputs. J. Comput. Phys.,

230(2011), pp.3015-3034.

96 L. Mathelin and K. A. Gallivan. A compressed sensing approach for partial differential equations with random input

data. Commun. Comput. Phys., 12(2012), pp.919-954.

97 H. Rauhut and R. Ward. Sparse Legendre expansions via ℓ1-minimization. Journal of Approximation Theory,

164(2012), pp.517-533.
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Recent developments in high order numerical methods for uncertainty quantification

Tao Tang & Tao Zhou

Abstract Uncertainty quantification (UQ) has been a hot research topic recently. UQ has a variety of applica-

tions, including hydrology, fluid mechanics, data assimilation, and weather forecasting. Among a large number of

approaches, the high order numerical methods have become one of the important tools; and the relevant computa-

tional techniques and their mathematical theory have attracted great attention in recent years. This paper begins

with a brief introduction of recent developments of high order numerical methods including Galerkin projection

methods and stochastic collocation methods. The emphasis will be sample-based stochastic collocation methods,

including random sampling, deterministic sampling and structured random sampling. The paper will review the

recent progress on the discrete projection method and the compressed sensing approximation for the UQ research.

In particular, we will discuss the relationship between the sample size M and the degree of freedom N for the
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basis function in the approximation space, by considering the stability and optimal convergence of the algorithms.

Moreover, we will also discuss the interpolation method with arbitrary points in high dimensional spaces. A topic

relevant to UQ computations, i.e., numerical methods for the forward backward stochastic differential equations,

will be briefly introduced. To close this article, some challenging and open problems for the UQ research will be

briefly discussed.

Keywords Uncertainty Quantification, polynomial approximation, stochastic collocation, discrete least-

squares projection, compressed sensing, least interpolation, forward backward stochastic differential equa-

tions
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