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摘要 本文回顾求解相场方程数值方法的一些最新进展.数值求解相场方程的主要难点在于非线性项

和高阶微分项对时间步长有严格限制,而相场方程的数值模拟通常需要很长的计算时间才能达到稳定

状态. 众所周知, 相场模型满足一种称为能量稳定的非线性稳定关系, 通常表示为自由能泛函随时间

递减. 如何设计满足离散能量稳定的数值格式, 使得可以进行大时间步长同时又准确地模拟, 近来越

来越受到重视. 本文将针对一些常见的相场方程阐述几类广泛使用的高效数值格式, 以及基于能量随

时间的变化率而设计的一种时间自适应算法, 使得数值解的准确性和算法稳定性得到保证的前提下,

计算效率大大提高.

关键词 相场方程 能量稳定性 半隐格式 最大模上界原理 时间步长自适应

MSC (2010) 主题分类 35Q99, 47A56, 65M12, 65M70

1 引言

相场模型 (有时也被称为 “扩散界面问题”) 的主要特征是可以用来描述两相界面的扩散性质. 在

这个模型中, 两相的界面是由两相间变化迅速但是连续的相场变量所描述的. 相场模型的主要思想可

以追溯到 van der Waals [1] 的研究. 从一般的热力学为基础来考虑, 他认为用连续的扩散界面来描述

稳定态下的两相关系比用锐界面 (sharp interface) 来描述更自然. 相场模型的第二个特征是可以刻画

非平衡状态下的一些相变. 在已知的温度和压力等物理量下, 相场变量可以用来区分材料的不同相态.

Ginzburg 和 Landau 利用这个发现扩展了热力学状态方程, 他们把这些量和他们的梯度量称为序参

数 (参见文献 [2]). Hillert [3] 把时间和空间在离散的情形下作为序参数, 建立了第一个亚稳极限分解
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(spinodal decomposition)模型. 之后, Cahn和 Hilliard [4, 5] 在连续的意义下,利用摩尔密度作为序参数

建立了相应的相场模型. 一些常见的相场模型有

(1) Allen-Cahn 方程

ut = ε2∆u− f(u); (1.1)

(2) Cahn-Hilliard 方程

ut = −ε2∆2u+∆f(u); (1.2)

(3) 分子束外延增长 (molecular beam epitaxy, MBE) 方程

ut = −ε2∆2u+∇ · f(∇u), (1.3)

其中 f 是给定的非线性函数, 满足 f(u) = F ′(u). 这几个方程的一个重要特征是它们可以被看成是以

下能量泛函的梯度流形式:

E(u) =

∫
Ω

(
ε2

2
|∇u|2 + F (u)

)
dx. (1.4)

因此, 这些相场方程存在固有的能量稳定关系:

E(u(t)) 6 E(u(s)), ∀ t > s. (1.5)

在能量泛函 (1.4) 中, F (u) = 1
4 (u

2 − 1)2 是一种常见的双阱势函数. 本文关于相场方程算法的讨论主

要基于此种能量势函数. 针对其他势函数的算法和分析有时需要做出相应的调整.

相场方程的数值模拟在实际应用中有广泛的应用,然而如何设计高效稳定的数值算法一直以来都

是十分困难的, 主要体现在以下几方面. 第一, 构造出的数值算法需要准确捕捉相变的动态信息, 同时

在长时间数值模拟中保证系统的稳定性. 第二, 相场模型满足一些特有的物理性质, 如质量守恒性质

和能量递减性质 (1.5), 构造出的算法需要满足方程固有的物理性质. 第三, 由于相场问题中存在很强

的非线性性,如何构造出高效的高阶算法是一个难题.针对相场方程的空间离散,长久以来发展和应用

了一系列成熟的数值方法. 例如, 有限差分方法 [6–9]、有限元方法 [10–12]、谱方法 [13–15] 和间断有限元

方法 [16–18] 等针对相场问题都有大量的研究.

本文将会基于一些常见的相场方程, 回顾针对相场问题近来发展的一些高效稳定的数值算法, 并

且基于能量随时间的变化率给出一种时间自适应算法,使得数值解的准确性和算法稳定性得到保证的

前提下, 计算效率大大提高.

2 基于能量分裂的数值格式

全显格式和全隐格式在早期对相场方程的数值模拟研究中占据主导地位. 全显格式虽然简单, 但

是对时间步长的取值有非常严格的要求. 全隐格式通常需要较少的时间才能保证数值解的存在唯一

性, 并且因为对非线性项的隐式处理, 计算的时候需要进行非线性迭代. 这些存在的问题, 使得全显格

式和全隐格式在解决实际问题, 尤其是长时间演化问题时的效率很低. 针对相场方程, 为了能高效地

进行长时间数值模拟, 半隐格式通常是个不错的选择, 即对方程中的一些项用隐式处理, 另一些项用

显式处理, 而显隐各项的选取通常与能量泛函的形式有关. 本节介绍基于能量分裂的数值格式, 从传

统凸分裂格式出发, 进一步引出稳定化半隐式格式和指数时间差分格式的讨论.
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2.1 凸分裂格式

凸分裂 (convex splitting)方法是构造无条件唯一可解且能量稳定数值格式的常用方法之一,它最

初由 Eyre [19] 在研究 Cahn-Hilliard 方程的无条件能量稳定格式时提出. 之后此方法得到推广并成功

应用到其他多种相场模型上 [6, 20–22]. 凸分裂方法的基本思想是,将能量泛函分解成凸和凹两部分的和,

对方程中相应于凸部的项作隐式处理, 凹部作显式处理, 由此得到的半隐格式称为凸分裂格式.

对于 Allen-Cahn 方程和 Cahn-Hilliard 方程, 相应的能量泛函 (1.4) 有如下分解式:

E(u) =

∫
Ω

(
ε2

2
|∇u|2 + F+(u)

)
dx−

∫
Ω

F−(u)dx =: E+(u)− E−(u), (2.1)

其中 F+(u) =
1
4 (u

4 + 1) 和 F−(u) =
1
2u

2 满足 F (u) = F+(u)− F−(u). Allen-Cahn 方程的一阶凸分裂

格式为

un+1 − un

∆t
− ε2∆un+1 + (f+(u

n+1)− f−(u
n)) = 0, (2.2)

Cahn-Hilliard 方程的一阶凸分裂格式为

un+1 − un

∆t
= ∆wn+1, (2.3a)

wn+1 = −ε2∆un+1 + (f+(u
n+1)− f−(u

n)), (2.3b)

其中 f+(u) = F ′
+(u) = u3, f−(u) = F ′

−(u) = u, un 是 u(tn) 的数值逼近. 可以证明, 凸分裂格式 (2.2)

和 (2.3) 都是无条件唯一可解且能量稳定的, 即对任意 ∆t > 0, 格式 (2.2) 和 (2.3) 的解 un+1 存在唯

一且满足 E(un+1) 6 E(un) (参见文献 [23]).

Allen-Cahn方程的一阶凸分裂格式 (2.2)实质是对全隐格式在时间方向上作了一个伸缩变换后所

得, 而这个变换系数恒小于 1, 所以, 凸分裂格式的解相比全隐格式的解始终存在一个时间延迟. 具体

推导不再详述, 读者可以参见文献 [24] 中的论述. 但是针对 Cahn-Hilliard 方程的一阶凸分裂格式, 不

存在此种等价论述.

基于同样的能量凸分裂 (2.1),可对 Allen-Cahn方程和 Cahn-Hilliard方程构造二阶凸分裂格式,对

凸部的隐式处理通常使用 Crank-Nicolson或其改进形式,而对凹部的显式处理则采用Adams-Bashforth

公式. 于是, Allen-Cahn 方程的二阶凸分裂格式为

un+1 − un

∆t
− ε2

2
∆(un+1 + un) +

(
f̃+(u

n+1, un)−
(
3

2
un − 1

2
un−1

))
= 0; (2.4)

Cahn-Hilliard 方程的二阶凸分裂格式为

un+1 − un

∆t
= ∆wn+ 1

2 , (2.5a)

wn+ 1
2 = −ε

2

2
∆(un+1 + un) +

(
f̃+(u

n+1, un)−
(
3

2
un − 1

2
un−1

))
, (2.5b)

其中 f̃+(u
n+1, un) = F+(un+1)−F+(un)

un+1−un . 由于 (2.4) 和 (2.5) 都是 3 层格式, 要计算 un+1, 需要知道 un−1

和 un 的值. 因此, 给定初值 u0, 可先由一阶格式 (2.2) 和 (2.3) 计算出 u1, 再使用 (2.4) 和 (2.5) 进行

后面的计算. 文献 [25] 用此方法首先构造了针对分子束外延增长方程的二阶凸分裂格式, 并证明了无

条件唯一可解性和能量稳定性. 运用文献 [25] 中的证明技巧, 可以得到二阶凸分裂格式 (2.4) 和 (2.5)

3
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都是无条件唯一可解且能量稳定的. 但是由于理论分析上的困难,无法得到 E(un+1) 6 E(un), 而这里

能量稳定性的意义是 Ẽn+1 6 Ẽn, 其中

Ẽn = E(un) +
1

4
∥un − un−1∥2. (2.6)

也就是说,这里的 “能量”递减不是基于原始能量 E(u),而是带修正的能量 (2.6),修正项是关于 ∆t的

二阶小量项, 与格式本身的截断误差同阶.

凸分裂格式的优点是显而易见的. 对于给定的方程, 只要能对相应的能量泛函作一个凸分裂, 就

可以很容易地构造凸分裂格式. 相比于全隐格式来说, 一阶凸分裂格式是无条件唯一可解且能量稳定

的,其证明过程很简单,不依赖于方程的具体形式. 但是,凸分裂格式在构造中会引入更多的截断误差,

且多数情形下仍然是非线性格式, 需要迭代求解. 虽然上面给出了二阶凸分裂格式的能量稳定性结论,

但这是基于 f−(u) = u 这种特定简单形式得到的. 一般来说, 高阶凸分裂格式的能量稳定性证明会比

较困难.

2.2 稳定化半隐格式

Chen 和 Shen [13] 在 1998 年对 Cahn-Hilliard方程给出了基于 Fourier谱方法的线性半隐格式, 即

对方程中的线性项作隐式处理, 对非线性项作显式处理, 从而得到线性格式以避免非线性性导致的迭

代求解. 但这个半隐格式的稳定性不是很好, 在使用时往往需要很小的时间步长. 为了解决这个问题,

人们提出了一些可以使用大时间步长的方法 (参见文献 [26–29]). 这些方法的基本思想是在原有的线

性半隐格式中加入与格式本身截断误差同阶的一个稳定项来保证能量稳定性,这样得到的格式统称为

稳定化半隐 (stabilized semi-implicit, SSI) 格式.

2.2.1 一阶稳定化半隐格式

在线性半隐格式上添加截断误差阶为 O(∆t) 的稳定项可以得到一阶 SSI 格式. Allen-Cahn 方程

的一阶 SSI 格式为

un+1 − un

∆t
− ε2∆un+1 + f(un) + S(un+1 − un) = 0, (2.7)

其中 S(un+1 − un) 是稳定项, 引入了新的截断误差 S∆tut(ξn), ξn ∈ (un, un+1), 常数 S > 0 称为稳定

因子. 将一阶 SSI 格式 (2.7) 改写, 可以得到(
1

∆t
+ S − ε2∆

)
un+1 =

(
1

∆t
+ S

)
un − f(un). (2.8)

这是关于 un+1 的线性方程, 且系数算子是自伴正定的, 因此, 这个格式是无条件唯一可解的. Cahn-

Hilliard 方程的一阶 SSI 格式为

un+1 − un

∆t
= ∆wn+1, (2.9a)

wn+1 = −ε2∆un+1 + f(un) + S(un+1 − un). (2.9b)

这里的稳定项是 S∆(un+1 − un), 引入了截断误差 S∆t∆ut(ξn), ξn ∈ (un, un+1). 将 (2.9b) 代入 (2.9a),

整理可得 (
1

∆t
− S∆+ ε2∆2

)
un+1 =

(
1

∆t
− S∆

)
un +∆f(un). (2.10)

4
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这个线性方程的系数算子自伴正定, 因此, un+1 存在且唯一.

文献 [27] 证明了当 S 满足以下条件时,

S > max
x∈Ω

{
1

2
|un(x)|2 + 1

4
|un+1(x) + un(x)|2

}
− 1

2
, ∀n > 0, (2.11)

(2.9) 是能量稳定的. 这里需要注意的是, (2.11) 中的 S 对数值解是非线性依赖的, 这隐含地要求了数

值解的最大模的上界是存在的. 文献 [27] 的证明思想来源于文献 [29] 中对带斜率选择的 MBE 方程

SSI 格式的能量稳定性证明. 文献 [29] 还针对带斜率选择的 MBE 方程构造了高阶 SSI 格式, 并且证

明了修正后的能量稳定性, 在此不再赘述.

如果采用能量凸分裂的观点来看 SSI 格式, 我们会发现, 一阶 SSI 格式 (2.7) 和 (2.9) 本质上也是

一种凸分裂格式, 相应的能量泛函 E(u) 的分裂形式为

E(u) =

∫
Ω

(
ε2

2
|∇u|2 + Su2

)
dx−

∫
Ω

(Su2 − F (u))dx =: Ê+(u)− Ê−(u), (2.12)

这是能量泛函不同于 (2.1) 的另一种分裂形式. 根据凸分裂格式的基本原理, 如果 Ê+ 和 Ê− 都是凸

泛函, 那么相应的凸分裂格式就是无条件能量稳定的. 这里 Ê+ 显然是凸的. 对 Ê− 的被积函数求二

阶导数, 可以得到, 当 S > maxu∈R |f ′(u)| 时, Ê− 是凸泛函, 从而相应的一阶凸分裂格式 (即 (2.7) 和

(2.9)) 无条件能量稳定. 注意到这里要求 S 满足的条件需要 f 的 Lipschitz 连续性假设 [28]:

max
u∈R

|f ′(u)| 6 Lf <∞, (2.13)

这等价于假设数值解的最大模有上界.

事实上, Allen-Cahn 方程本身满足所谓的最大模上界原理 (maximum bound principle, MBP) [30],

即如果初值满足 ∥u0∥L∞ 6 1,那么在任一时刻 t,都有 ∥u(t)∥L∞ 6 1. 对 Allen-Cahn方程采用一阶 SSI

格式 (2.7) 进行时间离散, 并对空间采用二阶中心差分方法离散, 可以证明, 当 S > 2 时, 数值解满足

离散 MBP, 即只要 ∥u0∥L∞ 6 1, 对任意 ∆t > 0, 数值解总满足 ∥un+1∥∞ 6 1 (参见文献 [31]). 数值格

式保持 MBP 的性质是一种与能量稳定性不同的稳定性, 目前相关的研究工作也有很多, 我们将数值

格式能否保持 MBP 性质的问题放在第 2.4 小节中详细讨论, 这里不再赘述.

对于具有能量泛函 (1.4) 的 Cahn-Hilliard 方程, 其本身不再满足像 Allen-Cahn 方程那样的 MBP

性质,因此自然不能期待数值解保持这种最大模意义下的稳定性. 证明 (2.9)能量稳定性通常的做法就

是假设 f 是 Lipschitz 连续的 [28] 或者是假设数值解的最大模是有上界的 [27, 32]. 然而, 这样强的假设

使得数值格式在理论上与实际应用中有了局限性,去掉这些强假设条件来建立一套新的能量稳定性理

论是十分必要的. 文献 [15]基于二维 Cahn-Hilliard方程的一阶 SSI格式 (2.9)对空间考虑谱 Galerkin

离散, 给出了稳定因子 S 的一种更精确的描述方法. 主要结果由以下定理给出:

定理 2.1 [15] 假设初值 u0 ∈ H2(Ω) 且均值为 0, 那么存在只与初始能量 E(u0) 有关的常数 βc

> 0, 当

S > βc(∥u0∥2H2 + ε−2| log ε2|2 + 1) (2.14)

时, 格式 (2.9) 是无条件能量稳定的.

此处对稳定因子 S 给出的条件与数值解无关. 利用类似的方法, 文献 [33] 对 3 维情形做出了

分析.
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2.2.2 二阶稳定化半隐格式

类似于一阶 SSI 格式的构造思想, 在二阶线性半隐格式上添加截断误差阶为 O(∆t2) 的稳定项可

以得到二阶 SSI 格式. 根据所采用的二阶逼近形式的不同, 通常有两种常用的二阶 SSI 格式, 一种基

于时间积分的向后微分公式 (backward differentiation formula, BDF), 另一种基于 Crank-Nicolson 与

Adams-Bashforth (CN-AB) 逼近.

Allen-Cahn 方程的二阶 BDF 型 SSI 格式为

3un+1 − 4un + un−1

2∆t
− ε2∆un+1 + (2f(un)− f(un−1)) + S(un+1 − 2un + un−1) = 0, (2.15)

其中稳定项 S(un+1 − 2un + un−1) 引入截断误差 S∆t2utt(ξn), ξn ∈ (un−1, un+1). Cahn-Hilliard 方程

的二阶 BDF 型 SSI 格式为

3un+1 − 4un + un−1

2∆t
= ∆wn+1, (2.16a)

wn+1 = −ε2∆un+1 + (2f(un)− f(un−1)) + S(un+1 − 2un + un−1), (2.16b)

其中稳定项 S∆(un+1 − 2un + un−1) 引入截断误差 S∆t2∆utt(ξn), ξn ∈ (un−1, un+1). 容易看到, 格式

(2.15)和 (2.16)都是唯一可解的线性格式. 文献 [28]证明了 Allen-Cahn方程的二阶 BDF型 SSI格式

(2.15) 是条件能量稳定的, 而对于 Cahn-Hilliard 方程的二阶 BDF 型 SSI 格式 (2.16) 的能量稳定性没

有给出结论.

命题 2.1 [28] 假设 Lf = maxu∈R |f ′(u)| < ∞. 当 S > 0 和 ∆t 6 2ε2

3Lf
时, Allen-Cahn 方程的二阶

BDF 型 SSI 格式 (2.15) 在如下意义下能量稳定: Ẽn+1 6 Ẽn, 其中

Ẽn = E(un) +

(
1

4∆t
+
S + Lf

2ε2

)
∥un − un−1∥2. (2.17)

这个结果表明, 对于 Allen-Cahn 方程的二阶 BDF 型半隐格式, 添加稳定项并不能改善格式的稳

定性, 稳定项在这个格式中失效了. 但是添加稳定项的方式不是唯一的, 对不同的格式选取不同形式

的稳定项, 依然可以获得无条件能量稳定性.

文献 [26] 通过添加不同形式的稳定项, 研究了 Allen-Cahn 方程的 CN-AB 型 SSI 格式的能量稳

定性. Allen-Cahn 方程的第一种 CN-AB 型 SSI 格式为

un+1 − un

∆t
− ε2

2
∆(un+1 + un) +

(
3

2
f(un)− 1

2
f(un−1)

)
+ S(un+1 − 2un + un−1) = 0, (2.18)

第二种 CN-AB 型 SSI 格式为

un+1 − un

∆t
− ε2

2
∆(un+1 + un) +

(
3

2
f(un)− 1

2
f(un−1)

)
+ S∆t(un+1 − un) = 0. (2.19)

这两个格式稳定项的形式不同, 额外引入的截断误差都是 O(∆t2) 阶的, 分别为 S∆t2∆utt(ξn) (ξn ∈
(un−1, un+1)) 和 S∆t2∆ut(ξn) (ξn ∈ (un, un+1)). 可以证明, 第一种格式 (2.18) 的稳定项失效, 无论稳

定因子 S 如何取值, 只有 ∆t 6 ε2

Lf
时, 才能保证能量稳定; 而对于第二种格式 (2.19), 当 S > L2

f

4ε2 时可

以保证无条件能量稳定性 (参见文献 [26]). 同样地, 这里假设了 Lf = maxu∈R |f ′(u)| <∞.

类似于前面提到的关于一阶格式的工作 [15], 文献 [34] 针对 Cahn-Hilliard 方程二阶稳定化半隐

BDF 格式给出了仅依赖于初值和方程扩散系数 ε2 的能量稳定性结果, 其中对非线性项考虑了两种不
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同的逼近方式 f(2un−un−1)和 2f(un)−f(un−1),添加了不同于 (2.16)中的稳定项 S∆t∆(un+1−un),空
间离散采用了谱 Galerkin格式. 基于这个工作,文献 [35]对 Cahn-Hilliard方程应用局部间断 Galerkin

方法,构造了一个无条件能量稳定的二阶格式,并且进行了详细的能量稳定性分析. Li等 [36] 把此类二

阶 BDF 格式运用到了无梯度选择的 MBE 方程, 得到了很好的结果. 文献 [37] 进一步设计了 3 阶的

BDF 格式.

稳定化半隐格式的一个优点是它便于构造, 只需要在线性半隐格式上添加一个人工稳定项即可.

前面提到, 稳定化半隐格式可以看作一类特殊的凸分裂格式, 即能量凸分裂中的凸部 Ê+ 是一个二次

型, 由此得到的凸分裂格式是一个线性格式, 因此, 稳定化半隐格式求解方便且具有凸分裂格式的优

点, 即无条件唯一可解且能量稳定. 此外, 稳定化半隐格式不仅是线性的, 还是常系数的, 在求解时可

以利用一些诸如快速 Fourier变换 (fast Fourier transform, FFT)的快速算法高效求解. 然而,与凸分裂

格式类似, 稳定化半隐格式中的人工稳定项也引入了额外的截断误差, 且高阶格式的能量稳定性证明

较困难. 理论上 maxu∈R |f ′(u)| < ∞ 这个条件并不是在所有情形下都满足的, 对于没有 MBP 性质或

不能证明 ∥u∥L∞ 6 C 的数值格式, 通常只能根据经验来进行一些特殊处理, 并没有严格的理论支撑.

2.3 指数时间差分格式

指数时间差分 (exponential time differencing, ETD) 格式是一种基于指数积分因子的时间积分逼

近格式, 最早在 1998年研究微分方程的时间离散方法时提出 [38]. 之后由 Cox和 Matthews [39] 进一步

发展与推广, 包含多步法和 Runge-Kutta (RK)法两种形式. 关于 ETD格式的较完整的讨论与分析可

参见综述文献 [40, 41], 这里只给出常用 ETD 格式的表达式, 并介绍在相场模型数值计算中的应用.

考虑半线性的偏微分方程

ut = Lu+N (u), (2.20)

其中 L 是线性算子, N (u) 是非线性项. 对方程 (2.20) 进行某种空间离散后, 可以得到常微分方程组

ut + Lu = N(u), (2.21)

其中 L 和 N 分别对应 −L 和 N 的离散形式. 当 L 是自伴负定算子时, 矩阵 L 是对称正定的. 利用

指数积分因子 e−tL 或常数变易公式, 可以得到 (2.21) 的等价积分形式

u(t) = e−tLu(0) +

∫ t

0

e−(t−s)LN(u(s))ds.

给定均匀时间步长 ∆t > 0 和时间离散点 tn = n∆t, 则 (2.21) 的解在 [tn, tn+1] 上满足

u(tn+1) = e−∆tLu(tn) +

∫ ∆t

0

e−(∆t−s)LN(u(tn + s)) ds. (2.22)

ETD 方法的基本思想是对 (2.22) 中积分项里的非线性部分 N(u(tn + s)) 作插值逼近, 再精确计算所

得到的积分. 由此看到, 在 ETD 这种时间离散方法中, 线性部分被完全精确地积出来, 线性算子或其

离散矩阵的作用被完整保留, 这是前面介绍的几类方法都不具备的优点, 对于线性部分刚性很强的问

题 (2.21), 可以大大减小离散造成的误差.

若对 N(u(tn + s)) 采用常数逼近, 即 N(u(tn + s)) ≈ N(u(tn)), 则得到一阶 ETD 格式

un+1 = e−∆tLun +

∫ ∆t

0

e−(∆t−s)LN(un)ds
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= e−∆tLun +∆tϕ0(∆tL)N(un), (2.23)

其中 ϕ0(a) =
1−e−a

a , a ̸= 0, 即

ϕ0(∆tL) =
1

∆t

∫ ∆t

0

e−(∆t−s)L ds = (∆tL)−1(I − e−∆tL).

若对 N(u(tn + s)) 采用线性插值逼近, 则可得到二阶 ETD 格式. 一种做法是利用 u(tn) 和 u(tn−1) 作

线性外插, 相应得到二阶 ETD 多步格式

un+1 = e−∆tLun +∆t[(ϕ0(∆tL) + ϕ1(∆tL))N(un)− ϕ1(∆tL)N(un−1)]

= e−∆tLun +∆t[ϕ0(∆tL)N(un) + ϕ1(∆tL)(N(un)−N(un−1))], (2.24)

其中 ϕ1(a) =
e−a−1+a

a2 , a ̸= 0. 另一种做法是利用 u(tn)和 u(tn+1)作线性内插,相应得到二阶 ETD-RK

格式

un+1 = e−∆tLun +∆t[(ϕ0(∆tL)− ϕ1(∆tL))N(un) + ϕ1(∆tL)N(ũn+1)]

= e−∆tLun +∆t[ϕ0(∆tL)N(un) + ϕ1(∆tL)(N(ũn+1)−N(un))], (2.25)

其中 ũn+1 是 u(tn+1) 的逼近, 可由一阶 ETD 格式 (2.23) 给出. 注意到, 以上 3 个格式 (2.23)–(2.25)

都以显式形式给出, 因此, 格式的唯一可解性是显然的.

对于 Allen-Cahn 方程, 设 ∆h 是 ∆ 的某种离散逼近, 则其空间离散格式为

ut = ε2∆hu− f(u). (2.26)

为了保证建立的 ETD 格式保持能量稳定性, 在对 (2.26) 作时间积分之前, 引入稳定因子 S > 0, 并

定义

L = SI − ε2∆h, N(u) = Su− f(u).

由 (2.26) 可得常微分方程组 (2.21), 从而可建立相应的 ETD 格式 [42,43]. 类似于文献 [44] 对非局部

Allen-Cahn 方程 ETD 格式的数值分析, 可以证明, 若 Lf = maxu∈R |f ′(u)| <∞, 当 S > Lf

2 时, Allen-

Cahn 方程的一阶 ETD 格式是无条件能量稳定的. 但无法得到二阶 ETD 格式能量递减的结果. 只能

得到, 当时间网格和空间网格足够小时, 能量是有上界的. 高阶 ETD格式与大量数值实验结果参见文

献 [42, 43].

Cahn-Hilliard 方程的空间离散格式为

ut = −ε2∆2
hu+∆hf(u),

定义

L = −S∆h + ε2∆2
h, N(u) = −S∆hu+∆hf(u),

得到常微分方程组 (2.21), 从而建立 ETD 格式 [45]. 类似于 Allen-Cahn 方程的情形, 可以证明, 若

Lf = maxu∈R |f ′(u)| < ∞, 当 S > Lf

2 时, Cahn-Hilliard 方程的一阶 ETD 格式是无条件能量稳定的

(参见文献 [46]). 高阶 ETD 格式与相应的数值结果参见文献 [45].

ETD 格式的计算效率通常依赖于格式中的 ϕ- 函数 (即 e−∆tL、ϕ0(∆tL) 和 ϕ1(∆tL) 等) 与向量

乘积的计算效率. 对于规则区域和具有特殊结构的矩阵 L, 如 Toeplitz 矩阵或循环矩阵, ϕ- 函数与向
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量的乘积可以通过 FFT 及其相关的快速算法来高效实现, 具体细节参见文献 [42,44,45] 中的讨论. 而

对于一般的区域和矩阵 L,计算 ϕ-函数与向量乘积的常用算法有 Laplace逆变换法、Taylor级数法和

Krylov 子空间法等, 更多的算法以及对各个算法计算效果的评述可参见文献 [47, 48], 这里不再赘述.

ETD格式是基于指数积分因子的时间离散格式, 容易构造,只要将方程写成线性项与非线性项的

和的形式, 就可以建立 ETD 格式. 针对相场方程, 在划分线性项和非线性项时, 需要引入稳定项来保

证格式的能量稳定性, 引入稳定项的方法与 SSI 格式类似. ETD 格式相比于 SSI 格式的显著优点在

于线性算子部分被精确积分出来. 可以证明, 在一阶 ETD 格式 (2.23) 中作近似 e∆tL ≈ I +∆tL, 则可

得到一阶 SSI 格式, 这说明 SSI 格式是 ETD 格式的一种近似, 其中线性算子的指数性质被截断处理.

另外, ETD 格式的计算量与 SSI 格式相当. 而 ETD 格式的缺点与 SSI 格式类似, 引入稳定项同时引

入额外的截断误差, 且高阶格式不易证明能量稳定性. 此外, Lf < ∞ 的条件是一个较强假设, 对于满

足 MBP 的 Allen-Cahn 方程, 可以分析数值格式是否能够保持离散的 MBP, 从而保证 Lf < ∞, 详细

讨论见下一小节. 而对于像 Cahn-Hilliard 方程这样的不满足 MBP 的方程, 相关分析比较复杂, 可以

仿照文献 [15] 中的方法进行分析, 还可以通过证明格式的收敛性, 利用原方程本身的解的有界性, 来

分析数值解当时空网格足够小时的一致有界性, 从而保证 Lf <∞, 详细分析参见文献 [46].

2.4 保持最大模上界原理的数值格式

前面提到, Allen-Cahn 方程满足 MBP, 即如果初值条件满足 ∥u0∥L∞ 6 1, 那么在任一时刻 t, 都

有 ∥u(t)∥L∞ 6 1. 对于 Allen-Cahn 方程及其他满足 MBP 的相场方程, 我们不仅希望数值格式保持能

量稳定性, 还希望能够保持离散 MBP. 数值解满足离散 MBP, 可以避免非物理解的出现, 特别是对于

方程中含有对数函数等特殊非线性项的情形, 离散 MBP 能保证计算过程中数值解不会超出对数函数

的定义域, 从而保证计算可以持续进行下去. 此外, 从数值分析的角度来看, MBP 是一种比能量稳定

性更强的 L∞ 意义下的稳定性, 利用这种 L∞ 稳定性, 可以更容易地分析能量稳定性和收敛性.

对于 Allen-Cahn 方程, 离散 MBP 可以表述为: 如果 ∥u0∥L∞ 6 1, 那么数值解总满足 ∥un∥∞ 6 1.

前面提到, 若对空间采用二阶中心差分方法离散, 可以证明, 当 S > 2 时, 对任意 ∆t > 0, 一阶 SSI 格

式 (2.7) 的数值解满足离散 MBP (参见文献 [31]). 证明的关键是 ∆ 的中心差分离散 ∆h 的对角占优

性和 f(u)− Su 在 u ∈ [−1, 1] 上的有界性. 文献 [49] 将文献 [31] 的结果推广到更一般的情形, 其中非

线性项 f(u) 只需满足 f(−β) = f(β) = 0, f(u) < 0, ∀u < −β 且 f(u) > 0, ∀u > β, 这包含了带对数项

的重要特例, 即 f(u) = F ′(u), 其中 F (u) 是 Flory-Huggins 自由能

F (u) =
θ

2
[(1− u) ln(1− u) + (1 + u) ln(1 + u)]− θc

2
u2,

其中 θ 和 θc 是正常数. 离散 MBP 在这个带对数项的 Allen-Cahn 方程的数值计算中保证数值解不会

跑到区间 (−1, 1) 之外.

文献 [50] 研究了分数阶 Allen-Cahn 方程的保持 MBP 的 Crank-Nicolson 格式. 根据该文献中结

果, 可以很容易地类比得到经典 Allen-Cahn 方程的 Crank-Nicolson 格式, 并且可以证明, 若对空间采

用二阶中心差分 ∆h 离散,当 ∆t 6 1
2{ε

2, h2}时, Crank-Nicolson格式满足离散 MBP.证明的关键同样

是 ∆h 的对角占优性及 f(u)− Su 在 u ∈ [−1, 1] 上的有界性. 这里的 Crank-Nicolson 格式是二阶非线

性格式, 且较难通过添加人工稳定项的方式得到无条件保持 MBP 的结论.

文献 [44] 研究了非局部 Allen-Cahn 方程的 ETD 格式, 并证明了一阶 ETD 和二阶 ETD-RK 格

式可以无条件地保持 MBP. 根据该文献中结果, 容易证明, 若对空间采用二阶有限差分方法离散, 当
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S > 2 时, 经典 Allen-Cahn 方程的一阶 ETD 格式 (2.23) 和二阶 ETD-RK 格式 (2.25) 无条件地保持

MBP. 一阶 ETD 格式的证明关键是 ∆h 的对角占优性及 N(u) 在 u ∈ [−1, 1] 上的有界性, 而对于二

阶 ETD-RK 格式, 还需注意到对非线性部分 N(u) 的线性内插是两端点函数值 N(un) 和 N(un+1) 的

凸组合. 文献 [30] 指出, 由于 ETD 多步格式利用了非线性项的外插逼近, 因此, 不可能保持 MBP, 而

对于高阶 ETD-RK 格式, 若对非线性项采用经典的基于等距节点的线性内插逼近, 也无法保持 MBP.

是否存在其他形式的高阶 ETD-RK 格式能够保持 MBP, 目前还是一个开放问题. 关于 ETD-RK 之外

的算法, 文献 [30] 通过对积分因子 Runge-Kutta (integrating factor Runge-Kutta, IFRK) 方法的分析,

提出了一种设计高阶保持 MBP 数值算法的思路.

3 基于能量二次化的数值格式

对于一些复杂的相场模型, 如关于高分子聚合物的相变模型, 构造线性化稳定性格式是比较复杂

的. 近来, Yang [51] 和 Shen 等 [52] 给出了一类基于能量二次化的数值格式, 基本思想是通过引入适当

的辅助变量, 将能量泛函写成一个二次型, 得到与原方程等价的新方程组, 对新方程组的各项进行适

当的隐显处理, 建立线性的无条件能量稳定的数值格式. 本节针对较一般形式的梯度流方程, 简要介

绍两种基于能量二次化的数值格式.

考虑能量泛函

E(u) =
1

2
(u, Lu) + E1(u), (3.1)

其中 L是自伴非负定线性算子, E1 是有下界的非线性泛函. 相应于能量 (3.1)的梯度流方程可表示为

ut = Gµ, µ = Lu+N(u), (3.2)

其中 G 是自伴负定线性算子且与 L 乘积可交换, N(u) 是 E1(u) 关于 u 的变分导数. 由 G 的负定性,

容易证明, E(u(t)) 关于 t 是单调不增的. 当 G = −I 时, 方程 (3.2)是关于能量 (3.1) 的 L2 梯度流, 如

Allen-Cahn 方程. 当 G = ∆ 时, 方程 (3.2) 是关于能量 (3.1) 的 H−1 梯度流, 如 Cahn-Hilliard 方程.

3.1 不变能量二次化格式

假设 (3.1) 的非线性部分 E1 形如 E1(u) =
∫
Ω
F (u) dx, 其中 F 有下界, 即存在常数 C0 > 0 使得

F (u) > −C0. 不失一般性,设 C0 = 0. 引入辅助变量 q(x, t) =
√
F (u(x, t)),则梯度流方程 (3.2)可以等

价地表示为

ut = Gµ,

µ = Lu+
q√
F (u)

N(u),

qt =
N(u)

2
√
F (u)

ut.

(3.3)

相应地, 定义与 E(u) 等价的能量泛函

Ẽ(u, q) =
1

2
(u, Lu) + ∥q∥2, (3.4)
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从而, Ẽ(u, q) 关于 t 是单调不增的. 注意到, 等价能量泛函 Ẽ(u, q) 是关于 u 和 q 的二次型. 从等价方

程组 (3.3) 出发, 可以构造一系列关于 Ẽ(u, q) 能量稳定的线性格式, 这些格式通常称为不变能量二次

化 (invariant energy quadratization, IEQ) 格式.

一阶 IEQ 格式可表示为

un+1 − un

∆t
= Gµn+1,

µn+1 = Lun+1 +
qn+1√
F (un)

N(un),

qn+1 − qn

∆t
=

N(un)

2
√
F (un)

un+1 − un

∆t
.

(3.5)

在方程组 (3.5) 中消去 qn+1 和 µn+1, 整理可得(
1

∆t
G−1 − L− N2(un)

2F (un)
I

)
un+1 = gn, (3.6)

其中右端项 gn 依赖于 un 和 qn. 这表明一阶 IEQ格式是线性格式,由于算子 1
∆tG

−1−L− N2(un)
2F (un) I 是

自伴负定的,因此,格式无条件唯一可解.可以证明,一阶 IEQ格式 (3.5)关于 Ẽ(u, q)是无条件能量稳

定的, 即对任意的 ∆t > 0, 都有 En+1 6 En, 其中 En = Ẽ(un, qn) (参见文献 [53]). 注意到, 在连续情

形 (3.3) 中, q =
√
F (u); 但在离散格式 (3.5) 中, 一般 qn ̸=

√
F (un), 于是 En ̸= E(un), 因此, 这里的

能量稳定性指的是修正能量 En 单调不增, 而原始能量 E(un) 未必不增. 若对算子 G 和 L 采用适当

的空间离散化, 则得到全离散格式. 当 G = −I 时, 全离散方程组 (3.6) 的系数矩阵是对称负定的, 可

用共轭梯度法或相关算法进行求解. 当 G 等于 ∆ 或其他微分算子时, 在 (3.6) 两端同时作用算子 G,

所得全离散方程组的系数矩阵未必是对称的, 此时可用广义极小残量法 (generalized minimal residual

method, GMRES) 或其他 Krylov 子空间方法进行求解.

与 SSI 格式类似, 二阶 IEQ 格式分为 CN-AB 和 BDF 两种类型. 二阶 CN-AB 型 IEQ 格式为

un+1 − un

∆t
= Gµn+ 1

2 ,

µn+ 1
2 =

1

2
L(un+1 + un) +

qn+1 + qn

2
b̄n+

1
2 ,

qn+1 − qn

∆t
=

1

2
b̄n+

1
2
un+1 − un

∆t
,

(3.7)

其中 b̄n+
1
2 = 3

2b
n − 1

2b
n−1, 而 bn = N(un)√

F (un)
. 与一阶 IEQ 格式类似, 二阶格式 (3.7) 是无条件唯一可解

的线性格式, 且关于 En = Ẽ(un, qn) 是无条件能量稳定的. 二阶 BDF 型 IEQ 格式为

3un+1 − 4un + un−1

2∆t
= Gµn+1,

µn+1 = Lun+1 + qn+1b̄n+1,

3qn+1 − 4qn + qn−1

2∆t
=

1

2
b̄n+1 3u

n+1 − 4un + un−1

2∆t
,

(3.8)

其中 b̄n+1 = 2bn − bn−1. 同样地, 二阶 IEQ 格式 (3.8) 是无条件唯一可解的线性格式, 且关于以下修

正能量 En 是无条件能量稳定的:

En =
1

4
((un, Lun) + (2un − un−1, L(2un − un−1))) +

1

2
(∥qn∥2 + ∥2qn − qn−1∥2).
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与一阶情形相同,求解全离散的二阶 IEQ格式 (3.7)和 (3.8)的常用算法是共轭梯度法等 Krylov子空

间方法.

从以上讨论中可以看出, 构造 IEQ格式时并不需要对非线性项进行分解, 而是直接将其写成某个

新变量的平方, 再对关于新变量的等价方程组进行隐显逼近处理即可, 因此, IEQ 格式的构造是非常

方便的, 尤其是对于较复杂的模型方程. IEQ 格式的另一个优点在于, 它是无条件唯一可解和能量稳

定的线性格式, 且能量稳定性的证明很简单. 此外, 利用 IEQ 格式可以容易地构造高阶能量稳定格式

(如文献 [54]), 这是上一节介绍的所有方法都不具有的优点. 目前 IEQ 格式已经成功应用于很多相场

模型 (参见文献 [51,55–58]). 然而, IEQ 格式的能量稳定是指对修正后的能量定义下的能量不增. 如前

所述, 对原始系统能量在 IEQ 离散下, 并不能保证不增. 另外, IEQ 格式虽然是线性的, 但 un+1 前面

的算子中通常包含 un 等变量, 这导致相应的全离散格式无法使用诸如 FFT 这样的快速算法进行求

解. 对于一些特殊问题, 非线性势函数 F (u) 可能没有下界, 使得 IEQ 格式在使用上会出现问题. 针对

后面这两个不足之处, 文献 [52, 59] 提出了第 3.2 小节中的改进算法. 在收敛性分析方面, 目前仅有关

于 Allen-Cahn 方程和 Cahn-Hilliard 方程 IEQ 格式的误差估计结果 (参见文献 [53]), 对其他一般相场

模型的 IEQ 格式, 其收敛性分析还是比较困难的.

3.2 标量辅助变量格式

本节开头假设了能量泛函中的非线性部分 E1 有下界, 即存在常数 C0 > 0 使得 E1(u) > −C0. 不

失一般性, 假设 C0 = 0. 标量辅助变量格式不需要 F (u) 有下界, 因此, 适用范围比 IEQ 格式更大. 引

入辅助变量 r(t) =
√
E1(u(t)), 则梯度流方程 (3.2) 可以等价表示为

ut = Gµ,

µ = Lu+
r√
E1(u)

N(u),

rt =
1

2
√
E1(u)

∫
Ω

N(u)utdx.

(3.9)

相应地, 定义与 (3.1) 等价的能量泛函

E(u, r) =
1

2
(u, Lu) + r2.

E(u, r)是关于 u和 r 的二次型,且关于 t单调不增.从 (3.9)出发可以构造一系列关于 E(u, r)能量稳

定的数值格式. 不同于 IEQ格式中引入的辅助函数 q(x, t),这里引入的辅助变量 r(t)不依赖于空间变

量, 在得到的全离散格式中是一个标量, 因此, 这样得到的格式常称为标量辅助变量 (scalar auxiliary

variable, SAV) 格式. 文献 [59] 综述了 SAV 格式的基本理论分析与应用, 下面仅就一阶格式给出简单

介绍.

一阶 SAV 格式可表示为

un+1 − un

∆t
= Gµn+1,

µn+1 = Lun+1 +
rn+1√
E1(un)

N(un),

rn+1 − rn

∆t
=

1

2
√
E1(un)

∫
Ω

N(un)
un+1 − un

∆t
dx.

(3.10)
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可以证明, 格式 (3.10) 是无条件唯一可解的线性格式, 且关于修正能量 En = E(un, rn) 是无条件能量

稳定的. 对算子 G和 L采用适当的空间离散化,则得到全离散格式,求解全离散格式需要一定的技巧.

文献 [59] 给出的算法中, 主要计算量来自于求解两个形如 (I −∆tGL)θ = b 的线性方程组. 由于这个

方程组是常系数的, 因此, 可以使用 FFT 快速求解. 与 IEQ 格式存在的问题类似, 在连续情形 (3.9)

中, r =
√
E1(u); 在离散格式 (3.10) 中, 一般 rn ̸=

√
E1(un), 因此, 这里的能量稳定性也是关于修正能

量 En 而非原始能量 E(un). 类似地, 可以构造基于 CN-AB 和 BDF 型的无条件能量稳定的二阶 SAV

格式.

SAV 格式作为对 IEQ 格式的改进, 一方面, 不需要非线性势函数 F (u) 有下界, 扩大了格式的适

用范围; 另一方面, 引入不依赖于空间变量的辅助变量, 使得最终得到的全离散格式只涉及常系数线

性方程组, 从而为编写程序带来方便, 且可以使用诸如 FFT 的快速算法进行求解. 同样地, 高阶 SAV

格式也很容易构造, 参见文献 [60,61]. 与 IEQ 格式类似, SAV 格式的不足之处在于数值解只能保证修

正能量单调不增, 而不能得到关于原始能量的稳定性. 另外, 当能量泛函的非线性部分 E1(u) 不能保

证有下界时, SAV 格式同样会失效.

4 其他常用方法

前两节介绍了常见的几种保持能量稳定的数值格式, 并讨论了一些特殊格式保持 MBP 的性质.

除此之外, 还有一些数值方法也可以用于相场模型的高效求解, 这些方法往往很难从理论上证明数值

格式的能量稳定性及其他性质. 这里介绍两类用得较多的高效数值方法.

4.1 谱延迟校正方法

如前所述, 一阶凸分裂格式可以很好地保持能量稳定性, 但通常精度不高. 这里介绍一种谱延迟

校正 (spectral deferred correction, SDC) 方法, 将其应用到凸分裂格式上, 可以获得较高精度. 这里仅

对 Allen-Cahn 方程的情形进行讨论, Cahn-Hilliard 方程的情形是类似的. 为了形式简单, 将格式 (2.2)

写成

un+1 = un −∆t(δuE+(u
n+1)− δuE−(u

n)), (4.1)

其中 δuE+(u) = −ε2∆u+ f+(u), δuE−(u) = f−(u).

SDC方法是一个单步多阶段方法,在区间 [tn, tn+1]上的 SDC计算过程如下. 将区间 [−1, 1]上的

p+ 1 个 Legendre-Gauss-Radau IIa 点 [62] 记为 −1 = r0 < r1 < · · · < rp−1 < rp = 1, 并令

tn,i =
tn+1 − tn

2
ri +

tn+1 + tn
2

, i = 0, 1, . . . , p,

从而, 得到区间 [tn, tn+1] 上的谱点 tn = tn,0 < tn,1 < · · · < tn,p−1 < tn,p = tn+1, 这些点将区间

[tn, tn+1] 分成 p 个子区间, 记 ∆tm = tn,m+1 − tn,m, 并记 ukn,m 是 u(tn,m) 的 k 阶逼近.

首先, 令 u1n,0 = un, 并按以下格式一阶逼近 {u1n,m}pm=1:

u1n,m+1 = u1n,m −∆tm(δuE+(u
1
n,m+1)− δuE−(u

1
n,m)). (4.2)

之后, 对 1 6 k 6 K, 令 uk+1
n,0 = un, 并按以下格式 k + 1 阶逼近 {uk+1

n,m}pm=1:

uk+1
n,m+1 = uk+1

n,m −∆tm[(δuE+(u
k+1
n,m+1)− δuE−(u

k+1
n,m))− (δuE+(u

k
n,m+1)− δuE−(u

k
n,m))]
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− Im+1
m (δuE+(u

k)− δuE−(u
k)), (4.3)

其中最后一项是子区间 [tn,m, tn,m+1] 中 p+ 1 个点 {(tn,m, δuE+(u
k
n,m)− δuE−(u

k
n,m))}pm=0 上的 p 次

插值多项式在 [tn,m, tn,m+1] 上的积分, 它是
∫ tn,m+1

tn,m
(δuE+(u(τ)) − δuE−(u(τ)))dτ 的数值逼近. 最后,

令 un+1 = uK+1
n,p 得到 u(tn+1) 的 K + 1 阶逼近解.

SDC 格式 (4.2)、(4.3) 和凸分裂格式 (4.1) 一样都是非线性格式, 需要迭代求解, 但可以获得 (任

意) 高阶的精度. 为了避免非线性迭代, 可以考虑基于凸分裂的线性格式, 如 SSI 格式 [63]. 更多的关于

SDC 方法的细节可以参见文献 [16, 64–66].

4.2 算子分裂方法

文献 [67] 基于算子分裂方法给出了 Cahn-Hilliard 方程和带斜率选择的 MBE 方程的二阶显式数

值格式, 下面以 2 维带斜率选择的 MBE 方程为例来介绍这个格式.

算子分裂方法的主要思想是将原方程分成两个或多个子问题,根据每个子问题的性质利用不同的

数值方法高效求解,再利用算子分裂格式将子问题结合起来得到原问题的解. 对于带斜率选择的 MBE

方程, 将它分成非线性部分

ut = ∇ · (|∇u|2∇u) (4.4)

和线性部分

ut = −∆u− ε2∆2u (4.5)

两个子问题, 并分别用 SN 和 SL 表示这两个子问题的精确解算子. 引入时间步长 ∆t, 根据 Strang 分

裂方法 [68], 原方程的精确解 u(x, y, t) 满足

u(x, y, t+∆t) = SL

(
∆t

2

)
SN (∆t)SL

(
∆t

2

)
u(x, y, t) +O(∆t2). (4.6)

为了实现算子分裂算法, 需要考虑两个子问题的数值方法, 即算子 SL 和 SN 的数值逼近. 对于非线性

子问题 (4.4), 对空间采用差分方法进行离散, 再对所得常微分方程组采用 RK 方法高效求解. 对于线

性子问题 (4.5), 可对空间采用拟谱方法 [62] 离散, 并关于时间精确求解.

具体来说,设空间区域为 Ω = (0, Lx)× (0, Ly),且 (xi, yj)是均匀网格点, xi+1−xi = ∆x, yj+1−yj
= ∆y. 对于非线性子问题 (4.4) 中的一阶导数, 采用 4 阶精度的中心差商逼近, 即

−ψi+2 + 8ψi+1 − 8ψi−1 + ψi−2

12∆x
= ψx(xi) +O(∆x4).

对于一维情形, 即 ut = (u3x)x, 空间导数采用上述 4 阶差商进行离散, 可得一个 9 点差分空间离散格

式. 对于二维情形 (4.4), 关于 x 和 y 的每个偏导数都采用 4 阶差商进行离散, 得到一个 33 点差分空

间离散格式. 由于空间离散格式是关于 t 的常微分方程组, 可以利用常微分方程组的各类数值方法进

行时间离散求解, 如大稳定区域的显式 3阶 RK方法 [69] 或保持强稳定性的显式 RK方法 [70]. 对于线

性子问题 (4.5),直接进行离散 Fourier变换可得 û′kl(t) = (λkl−ε2λ2kl)ûkl(t),其中 λkl = ( 2πkLx
)2+( 2πlLy

)2.

于是, ûkl(t+∆t) = e(λkl−ε2λ2
kl)∆tûkl(t). 再进行离散 Fourier 逆变换, 即可由 t 时刻的空间离散解得到

t+∆t时刻的空间离散解.文献 [67]中的数值实验表明, 当时间步长 ∆t = ε2/100时, 上述算子分裂方

法是高效可行的.
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文献 [71] 对带斜率选择的 MBE 方程的上述算子分裂格式进行了改进, 并对改进后的算法给出了

严格的收敛性分析. 对于非线性子问题 (4.4), 文献 [71] 将 4 阶精度的中心差分与偏心差分结合使用,

得到的空间离散格式是一个 25 点差分格式, 比上述方法使用了较少节点. 对线性子问题的处理与上

述相同.数值实验表明,当时间步长 ∆t = ε2/10时,算法可行,即改进后的算子分裂方法可以使用更大

的时间步长, 从而更高效地进行数值模拟.

算子分裂方法还被成功用在了晶体相场模型上 (参见文献 [72]), 以及其他反应扩散或对流扩散等

方程中 (参见文献 [73,74]). 此外, 现有的算子分裂算法常常与一些自适应时间步长方法结合使用来加

速数值计算 (参见文献 [67, 75,76]).

5 应用

以上以 Allen-Cahn方程和 Cahn-Hilliard方程为例介绍了求解相场模型的几类常用的高效数值方

法, 并给出了相应的一些理论结果, 包括数值格式的唯一可解性和能量稳定性, 以及保持最大模上界

原理的性质. 这些方法同样可以类似地应用于其他相场模型上.

描述薄膜外延生长的 MBE 方程通常包括两种形式. 一种是相应于能量泛函

E(u) =

∫
Ω

(
ε2

2
|∆u|2 + 1

4
(1− |∇u|2)2

)
dx

的带斜率选择的 MBE 方程 (1.3), 其中 f(y) = |y|2y. 另一种是相应于能量泛函

E(u) =

∫
Ω

(
ε2

2
|∆u|2 − 1

2
ln(1 + |∇u|2)

)
dx (5.1)

的不带斜率选择的 MBE 方程 (1.3), 其中 f(y) = − y
1+|y|2 . 对于这两个 MBE 方程的偏微分方程理论,

文献 [77]分析了解的存在性和正则性,文献 [78]分析了解的梯度的有界性. 在数值方法方面,文献 [79]

和 [25] 分别给出了两种 MBE 方程的一阶和二阶非线性凸分裂格式, 文献 [20] 利用能量 (5.1) 中的对

数函数的特殊性,给出了不带斜率选择 MBE方程的一阶线性凸分裂格式, 即一阶 SSI格式,其中的稳

定因子为 S = 1. 文献 [80] 改进了文献 [20] 中的能量分裂形式, 证明了当且仅当 S > 1
8 时, 相应的能

量分裂就是凸分裂, 并以此构造了一阶和二阶 ETD 格式, 给出了能量稳定性与收敛性的理论分析; 文

献 [81] 进一步给出了 3 阶 ETD 格式及其能量稳定性分析. 此外, Crank-Nicolson 格式及其线性化格

式, 以及 IEQ 和 SAV 等格式都在 MBE 方程上得到应用, 参见文献 [58, 76,82–84] 及其中的参考文献.

Swift-Hohenberg 方程和晶体相场 (phase field crystal, PFC) 方程分别是关于能量泛函

E(u) =

∫
Ω

(
1

2
|∆u|2 − |∇u|2 + 1

4
u4 +

1− ε

2
u2

)
dx

的 L2 梯度流和 H−1 梯度流. 文献 [7, 9] 给出了这两个方程的一阶凸分裂格式, 并分析了格式的能量

稳定性和数值解的一致有界性. 文献 [55] 和 [59] 分别考虑了 PFC 方程的 IEQ 格式和 SAV 格式, 并

分析了相应数值格式的能量稳定性. 文献 [72] 给出了 PFC 方程的一阶和二阶的算子分裂格式. 除了

标准形式外, PFC 方程还有一些相关的变形, 如修正 PFC 方程和方形 PFC 方程, 上述数值方法在这

些变形 PFC 方程上也有相应的应用, 参见文献 [8, 85–87] 等.

除以上几类经典模型之外, 近些年来, 人们又建立了一些新的较复杂的相场模型. Peng-Robinson

状态方程是石油工业中用于刻画石油管道中多种混合物相变的数学模型 [88], 凸分裂方法 [89]、IEQ 方
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法 [90] 和 SAV 方法 [91] 都成功应用在这个模型上, 所得数值模拟结果与物理实验结果吻合度较高. 对

于多组分的 Peng-Robinson 状态方程, 文献 [92] 利用凸分裂方法构造了能量稳定格式, 在数值模拟多

组分多相流问题中取得了很好的结果, 而 IEQ 和 SAV 方法也成功应用于在多组分 Peng-Robinson 状

态方程 [91, 93]. 为了更准确地刻画系统内部的大范围相互作用, 文献 [94, 95] 引入了非局部扩散算子,

将经典相场方程中的 Laplace 算子替换成非局部扩散算子, 可得一系列非局部相场方程. 在非局部

Cahn-Hilliard 方程的数值计算中, 非线性凸分裂格式 [96, 97]、SSI 格式 [14] 和 IEQ 格式 [98] 都给出很好

的计算结果. 非局部 Allen-Cahn 方程满足类似于经典 Allen-Cahn 方程的最大模上界原理, 文献 [44]

给出了保持最大模上界原理的一阶和二阶 ETD 格式, 并证明了能量稳定性和收敛性.

为了减少相场模型大时间数值计算中的时间开销, 通常可以采用自适应方法来加速计算过程. 对

于能量稳定的数值格式, 文献 [76] 提出了一种基于能量导数的时间自适应方法, 即时间步长 ∆t 根据

以下公式来确定:

∆t = max

{
∆tmin,

∆tmax√
1 + α|E′(t)|2

}
,

其中 α > 是常数, ∆tmin 和 ∆tmax 是 ∆t 的下界和上界. 从公式中看出, 当能量变换较快, 即能量导数

较大时, ∆t 较小以便准确抓住相变过程, 而当能量变换缓慢时, 则使用大步长来加快数值计算. 这个

自适应步长公式在很多模型上都有很好的应用, 参见文献 [99–102].

6 结语

相场模型在材料科学、复杂流体和图像处理等领域有着广泛的应用, 相场方程的高效数值模拟近

年来越来越受到重视. 本文以常见的几类相场方程为例, 回顾了求解相场方程数值方法的一些最新进

展,详细介绍了几种构造能量稳定性格式的数值算法,分析了一些主要的稳定性结果,并且给出了一种

基于能量随时间的变化率的时间自适应算法, 在保证计算精度和算法稳定性的前提下, 大大地提高了

计算效率.现有算法在实际问题计算中已经有了很广泛的应用,对各种复杂系统,需要适当调整本文介

绍的高效算法. 限于篇幅,文中没有详细探讨, 有兴趣的读者可以阅读文后的参考文献. 相场方程的收

敛性分析是一个十分困难的课题, 本文并没有展开讨论. 在求解相场方程数值方法的稳定性和收敛性

分析中还存在很多开放的课题, 还需要深入地进一步研究.
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Efficient numerical methods for phase-field equations

Tao Tang & Zhonghua Qiao

Abstract In this article, we overview recent developments of numerical methods for phase-field equations. The
main difficulty for numerically solving phase-field equations is about a severe restriction on the time step due to
nonlinearity and high order differential terms, while it usually requires a very long time simulation to reach the
steady state. It is known that phase-field models satisfy a nonlinear stability relationship, called energy stability,
which means that the free energy functional decays in time. It has attracted more and more attention to design
numerical schemes inheriting the energy stability so that the numerical simulation may use large time steps and
keep the accuracy. For some popularly studied phase-field equations, this article will present several widely used
highly efficient numerical schemes and show an adaptive time-stepping strategy based on the changing rate in
time of the energy functional, which could guarantee the accuracy and stability of the numerical solution and
improves the computational efficiency significantly.

Keywords phase-field equation, energy stability, semi-implicit, maximum bound principle, adaptive time-

stepping
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